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Introduzione
Lo scopo di questo lavoro di tesi e` quello di affrontare, nell’approssimazione
force-free, il problema della struttura elettromagnetica delle magnetosfere
assisimmetriche di una pulsar singola e di un sistema binario in cui entrambe
le stelle sono dei pulsatori.
La motivazione di questo interesse e` che lo studio dell’elettrodinamica
delle pulsar e` tornato alla ribalta, dopo i lavori pionieristici degli anni ’70
e i tentativi sempre incompleti di formulare una teoria esaustiva dei de-
cenni successivi, in seguito alla recente scoperta (dicembre 2003) del primo
sistema binario formato da due pulsar, ovvero da due stelle di neutroni for-
temente magnetizzate, in rapida rotazione attorno al proprio asse, legate
gravitazionalmente.
In questo lavoro vengono pertanto discusse le caratteristiche del sud-
detto sistema binario (PSR J0737-3039), ponendo in luce, in particolare,
le prospettive di ottenere accurate verifiche della Relativita` Generale al-
l’ordine post-Kepleriano, la stima dell’incremento del merger rate galattico
dei sistemi binari formati da due stelle di neutroni dovuta alla scoperta
del double pulsar, nonche´ la possibilita` di studiare le proprieta` ottiche delle
magnetosfere grazie alla geometria del sistema particolarmente favorevole.
Dopo una panoramica generale sul problema dell’elettrodinamica delle
pulsar, si discutono le assunzioni necessarie alla trattazione, ovvero: la sim-
metria assiale, l’inevitabile presenza di un plasma in regime di separazione
di carica al di fuori di un rotatore allineato, l’abbondanza di cariche libere
prodotte per pair-production, ed infine l’approssimazione force-free, ovve-
ro la possibilita` di trascurare gli effetti inerziali e gravitazionali del plasma
rispetto a quelli elettrodinamici,.
Dal momento che ricorre in molte questioni dell’astrofisica delle alte ener-
gie, segue una trattazione generale del campo elettromagnetico degenere
(ovvero force-free), attraverso il formalismo manifestamente covariante di
una teoria di campo, classica, basata su due scalari detti potenziali di Eule-
ro,. In particolare vengono ricavate le equazioni che governano la struttura
elettrodinamica di un sistema stazionario a simmetria azimutale, adatto a
descrivere la magnetosfera di una singola pulsar, ma anche di un sistema
binario avente le stesse proprieta` di invarianza.
Dopo aver discusso approfonditamente il significato fisico delle grandezze
12
introdotte per ricondurre il problema alla risoluzione di un’unica equazione
differenziale alle derivate parziali, non lineare (la cosiddetta equazione della
pulsar), viene affrontata la questione di imporre delle condizioni al bordo
che permettano di trovare una soluzione numerica che non presenti alcuna
irregolarita` al cilindro di luce. Questo fatto, tutt’altro che scontato a causa
delle singolarita` dell’equazione stessa, e` affrontato sfruttando l’innovativo
approccio proposto nel 1999 da Contopoulos-Kazanas-Fendt per il caso di
una pulsar singola [43].
L’ultima parte del lavoro e` appunto dedicata all’esposizione dei risulta-
ti numerici ottenuti per l’integrazione dell’equazione della pulsar mediante
l’uso del programma MATLAB c©. L’utilizzo di questo software ha permes-
so di calcolare una soluzione numerica del problema della pulsar singola su
una griglia piu` performante e con una risoluzione quattro volte maggiore di
quello che e` considerato il miglior risultato presente al momento in lettera-
tura (Gruzinov, 2005, [45]), mostrando dei miglioramenti nell’accordo tra la
soluzione numerica e le previsioni teoriche di alcuni andamenti.
Infine verra` illustrata la soluzione numerica, del tutto originale, del pro-
blema di un sistema binario di due pulsar identiche, aventi stesso asse di
rotazione e momento di dipolo magnetico allineato, nell’ottica di gettare
le basi per lo studio delle proprieta` elettrodinamiche delle magnetosfere di
sistemi binari simili a PSR J0737-3039.
Capitolo 1
Un sistema binario con due
pulsar
L’estrema precisione temporale nell’emissione delle radio pulsar ha permes-
so, fin dalla loro scoperta, di avere a disposizione uno strumento unico per
l’indagine astrofisica.
La presenza di un orologio cos`ı perfetto in un sistema binario permette
di avere informazioni sulle velocita` di rotazione delle stelle, sulla loro di-
stanza dalla Terra, sulle masse delle due stelle ed e` rilevante anche per la
misurazione delle correzioni alla teoria della gravitazione di Newton, secon-
do il lavoro svolto a partire dalla scoperta della binary pulsar nel 1975 PSR
B1913+16[1].
Ora, dopo quasi trent’anni, un’osservazione alle basse latitudini col ra-
diotelescopio Parkes ha permesso di scoprire per la prima volta due pulsar
nello stesso sistema binario [2], [3], fornendo cos`ı un laboratorio che promette
di essere molto fruttuoso sia nelle verifiche della teoria della gravitazione, in
quanto e` il sistema piu` sovradeterminato (vedremo nel seguito in che senso)
che si conosca, sia nel campo della fisica delle pulsar, dato che esibisce una
fenomenologia molto ricca che dovrebbe fornire dati importanti sulla natura
e sulla struttura delle magnetosfere che circondano questo particolare tipo
di oggetto compatto.
1.1 La scoperta
Le due radio pulsar furono scoperte in un’osservazione alle basse latitudi-
ni mediante l’uso del 20cm Parkes Multibeam Receiver [4] con lo scopo di
studiare la regione prossima al piano galattico (|b| < 60◦) tra le longitudini
220◦ e 260◦. Vediamo nel dettaglio.
Nell’aprile del 2003 fu scoperta una pulsar con un periodo di 22.7 ms.
Gia` il primo grafico della scoperta, basato su solo 4 minuti di osservazio-
ne, mostrava insolite grandi variazioni nell’apparente periodo di pulsazione,
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Figura 1.1: Vista dall’alto del piano orbitale, immaginando la Terra sulla
destra. I segmenti ombreggiati indicano le fasi orbitali in cui B e` maggior-
mente visibile. Sono inoltre indicate la linea degli apsidi, cioe` l’asse maggiore
dell’orbita e la linea dei nodi, cioe` l’intersezione del piano orbitale con il pia-
no ortogonale alla linea di vista che passa per il centro di massa del sistema.
E’ inoltre evidenziata la magnetosfera di B [3].
indicando che questa pulsar, J0737-3039A (che d’ora in poi chiameremo
semplicemente A), doveva appartenere ad un sistema binario. In seguito
un’osservazione piu` lunga (circa 5 ore), sempre col radiotelescopio Parkes,
confermo` che la pulsar aveva un moto orbitale di periodo (Pb) di circa 2.4
ore, su un’orbita quasi circolare (e ∼ 0.09).
Una piu` precisa misura della posizione e del flusso luminoso della pulsar
furono realizzate per via interferometrica con l’uso dell’ATCA (Australia
Telescope Compact Array), riuscendo cos`ı in poco tempo ad ottenere la
determinazione di alcuni interessanti parametri orbitali. Si e` trovato un
valore molto alto per quanto riguarda la precessione annuale del periastro,
ω˙ ∼ 17◦, circa quattro volte maggiore del piu` alto valore noto, quello di PSR
B1913+16. Le misurazioni della funzione di massa (definita dalla formula
1.7), di ω˙, e di e erano compatibili solo col fatto che la compagna fosse
un’altra stella di neutroni [2]: si tratta infatti del sesto sistema binario
conosciuto formato da due stelle di neutroni (DNS binary, con l’acronimo
che sta per Double Neutron Star).
Nessun altro segnale pulsato ‘regolare’ fu individuato nelle osservazioni
di A, anche se i dati ottenuti mostravano la presenza occasionale di una
pulsazione con periodo di 2.8s e modulazioni Doppler simili a quelle di A,
oltre che con la stessa misura di dispersione.
Ricordiamo che la misura di dispersione (Dispersion Measure, DM ) e` la
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valida per un’onda elettromagnetica che viaggia in un plasma. Un valore
tipico per ne e` 〈ne〉 ∼0.03 cm−3. Chiaramente il fatto che le due pulsar si
trovino sulla stessa linea di vista e presentino la stessa DM (e che quindi si
trovino alla stessa distanza dalla Terra), sugger`ı che la pulsar J0737-3039B
(d’ora in poi B) fosse la compagna di A.
E’ interessate notare che il segnale pulsato di B e` ben visibile in due
finestre, di durata 10 minuti ciascuna, centrate a longitudini orbitali di 210◦
e 280◦, con la longitudine misurata a partire dal nodo ascendente (vedere
fig. 1.1 per la geometria del sistema), mentre le osservazioni della scoperta
erano state fatte a una longitudine di 146◦.
Le caratteristiche del sistema binario sono riassunte nella tabella in
fig. 1.1.
1.2 Un laboratorio di fisica gravitazionale
Il concetto di orologio ha sempre giocato un ruolo significativo nello studio
e nella verifica della teoria della relativita` generale. Fin dagli anni ’60 fu-
rono portati avanti esperimenti in questa direzione, ad esempio con orologi
atomici montati su razzi vettori mandati verso i confini del sistema solare,
con l’intento di misurare il red–shift gravitazionale [23].
Le proprieta` delle pulsar radio permettono di estendere questo tipo di
studio al di fuori del sistema solare. In particolare le binarie di neutroni
sono oggetti cos`ı compatti da distorcere lo spazio-tempo che le circonda:
gia` la scoperta del sistema binario PSR B1913+16, con la presenza di un
orologio stabile e preciso (una pulsar con un periodo di circa 59ms) in un
campo gravitazionale intenso e variabile forn`ı un test significativo per la
verifica della teoria della gravitazione su scala extra–solare. Avendo ora a
disposizione un nuovo laboratorio, non solo piu` preciso, ma anche, come
vedremo, qualitativamente migliore, apre una nuova era della verifica della
relativita` generale.
La descrizione del moto delle stelle in un sistema binario DNS richiede
alcune correzioni al moto kepleriano classico, correzioni descritte da alcuni
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Parametri comuni
Massa totale? m1 +m2(M) 2.588(3)
Rapporto delle masse? R = ma/mb 1.069(6)
Momento del periodo (MJD) 52870.0
Ascensione retta 07h37m51s.247(2)
Declinazione −30◦39′40′′.74(3)
Distanza? (kpc) ∼ 0.6
Periodo orbitale Pb (giorni) 0.102251563(1)
Eccentricita` e 0.087779(5)
Momento del periastro T0 (MJD) 52870.0120589(6)
Precessione del periastro (deg/yr) ω˙ 16.90(1)
Red–shift gravitazionale γ (ms) 0.38(5)
Parametro s dello Shapiro–delay 0.9995 (+32,-4)
Parametro r dello Shapiro–delay (µs) 5.6 (-12,+18)
Inclinazione orbitale? da s 87◦(3)
Inclinazione orbitale? dal plot (R,ω˙) 87.7◦(-29+17)
Pulsar PSR J0737–3039A PSR J0737–3039B
Periodo P (ms) 22.69937855615(6) 2773.4607474(4)
Derivata del periodo P˙ 1.74(5)×10−18 0.88(13)×10−15
Longitudine del periastro 73.805◦(3) 73.805◦(3)+180.0◦
Misura di dispersione DM(cm−3pc) 48.914(2) 48.7(2)
Semiasse > proiett. x = a sin i/c (s) 1.41504(2) 1.513(4)
Densita` di flusso a 1390 MHz (mJy) 1.6(3) 1.3(3)
Eta` caratteristica? τ (Myr) 210 50
Campo mag. sulla superficie? B (G) 6.3×109 1.6×1012
Perdita di energia? E˙ (erg/s) 5800×1030 1.6×1030
Funzione di massa? f (M) 0.29097(1) 0.356(3)
Massa stellare? dal plot (R,ω˙) (M) 1.337(5) 1.250(5)
Tabella 1.1: Parametri di PSR J0737–3039A e B osservati e dedotti (con-
traddistinti da ?) usando il modello DD per il timing [9], [10], con i parametri
A, B e δr posti uguali a zero [3]. Le cifre tra parentesi dopo i valori rap-
presentano gli errori a 1σ, in unita` della cifra meno significativa. La sigla
MJD sta per Modified Julian Day, una convenzione introdotta dagli astro-
nomi negli anni ’50 per esprimere una data. Si tratta dell’evoluzione del
cosiddetto sistema JD (Julian Day), che conta il numero di giorni trascorsi
dal mezzogiorno del primo gennaio del 4713 a.C.. I due sistemi sono legati
tramite la relazione MJD = JD–2400000.5, che, tra l’altro, ristabilisce anche
la consuetudine di contare i giorni a partire dalla mezzanotte.
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parametri che compaiono nello sviluppare le equazioni esatte al primo ordine
in v2/c2. Fino ad oggi nei sistemi DNS sono stati misurati cinque parametri
post-kepleriani (abbreviati convenzionalmente in PK).
Questi PK si possono anche scrivere in funzione dei cinque parametri per
cos`ı dire kepleriani, ovvero l’eccentricita` e, il periodo orbitale Pb, la posizione
del periastro ω, il momento del periastro T0, x ≡ a sin i/c, proporzionale alla
proiezione del semiasse maggiore (a) lungo la linea di vista, e delle masse
delle due stelle, lasciate come parametri liberi.
I PK piu` interessanti sono:








1− e2)−1 , (1.1)
dove T ≡ GM/c3 ed M ≡ m1 +m2 e` la somma delle masse delle
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 ' 2×1033g)
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(1.3)
• il cosiddetto Shapiro delay, ovvero il fenomeno per cui la luce prove-
niente da una delle due stelle viene deflessa dal campo gravitazionale
della compagna [5]. Questo effetto, ben misurabile solo nei sistemi bi-
nari che si presentano con la linea di vista che giace nel piano orbitale
(sistemi edge–on), si manifesta in un ritardo nell’arrivo del segnale
rispetto al previsto. Nel caso di una pulsar in orbita circolare tale
ritardo si scrive
∆TS = −2m2 T ln [1− sin i sinΦ] , (1.4)
dove Φ e` la longitudine orbitale misurata a partire dal nodo ascendente,
mentre i rappresenta l’inclinazione dell’orbita, cioe` l’angolo tra la linea
di vista e il momento angolare orbitale del sistema. Tipicamente lo
Shapiro delay si esprime attraverso le due grandezze chiamate range
(r) e shape (s), cos`ı definite:
r ≡ Tm2; s ≡ sin i. (1.5)
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Nel contesto della relativita` generale anche r ed s si possono scrivere in











Ognuna delle relazioni che definisce un PK rappresenta una curva sul
diagramma m1 − m2: e` percio` chiaro che la teoria della gravitazione di
Einstein risulta consistente solo se tutte queste curve si intersecano nello
stesso punto (vedere ad esempio fig. 1.2).
Figura 1.2: Vincoli osservativi sulle masse di A e B in PSR J0737–3039. La
parte scura rappresenta la regione esclusa dai vincoli imposti dalle funzioni
di massa, mentre sono mostrati fra tratteggi i vincoli dati da altri 4 PK
(ω˙, R ≡ mB/mA, γ, r ed s). Nel riquadro: la regione piu` scura mette in
evidenza l’unica intersezione di tutti i vincoli, ingrandita 50 volte. [11]
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Analizziamo ora un po’ piu` nel dettaglio come la misura dei PK vincola
i possibili valori delle masse delle due compagne.
Osservazioni di questo tipo furono eseguite per la prima volta a partire
dal 1975, dopo la scoperta di PSR B1913+16 [6], ma la grande misura di
dispersione (DM = 169 cm−3pc), il basso flusso luminoso (0.7mJ a 1400
MHz ), la forte eccentricita` (e = 0.617), ma soprattutto la sfavorevole linea
di vista (sin i ∼ 0.73) resero misurabili solo tre PK, ed in particolare ω˙, P˙b e
γ, fornendo in ogni caso la prima occasione per testare la relativita` generale
al di fuori del sistema solare.
Le cose erano destinate a migliorare con la scoperta di un sistema binario
edge–on, data la possibilta` di osservare anche lo Shapiro delay, cosa che in
effetti avvenne qualche anno piu` tardi con la scoperta e l’analisi di PSR
B1534+12.
E’ pero` il caso di notare come i vincoli siano resi poco stringenti dall’in-
certezza sulla distanza binaria–Terra e, di conseguenza, sull’accelerazione
relativa tra il sistema di riferimento del baricentro del sistema solare e il
sistema di riferimento del centro di massa delle due stelle. Questo fatto, nel
caso di PSR B1534+12, si trasmette in un’incertezza significativa su P˙b e
limita quindi a quattro i PK che contribuiscono ai vincoli sul modello [7].
Benche´ la relativita` generale sia perfettamente consistente con questi te-
st, e` pero` stato mostrato [8] che esistono teorie alternative consistenti con le
pur precise osservazioni, da cui la necessita` di un’indagine piu` approfondita.
Notiamo che, a differenza degli altri PK, che potremmo definire di campo
forte, P˙b e` un effetto puramente radiativo, per cui, mentre PSR B1913+16
rappresenta un banco di prova misto sotto questo punto di vista, PSR
B1534+12 e` probante solo per la verifica di effetti di campo forte. Per po-
ter avere misure indipendenti degli effetti radiativi e di campo forte sarebbe
necessario avere un sistema quasi edge–on con importanti effetti gravito–
relativistici.
Il doppio pulsatore e` proprio il sistema che permette questo nuovo tipo
di indagine. Sono bastati pochi mesi di osservazione al Parkes Radio Tele-
scope per avere soddisfacenti misure di ω˙ e γ, ma il vero colpo di fortuna
e` rappresentato dal fatto che il sistema ha un’orbita quasi perfettamente
edge–on, dato che sin i = 0.9995+4−32, che causa uno Shapiro delay nel tempo
di arrivo del segnale. Gia` la misura di r fornisce immediatemente un vincolo
alla massa della compagna (in questo caso B), dato che r ≡ Tm2. Questi
quattro parametri forniscono un valido test di campo forte, se riportati su
un opportuno grafico m1 −m2.
Una stima prudente della distanza basata sulla misura di dispersione
pone il sistema a circa 500–600 pc dalla Terra, ovvero ad una distanza tale
da poter studiare il moto proprio mediante il metodo della parallasse, e
sono in corso misure in tal senso. La misura di P˙b = 0.10225156(3 ± 1)s/s
garantisce per la prima volta un test indipendente per i fenomeni radiativi.
Fino a questo punto abbiamo sfruttato solo le indicazioni che potevamo
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trovare anche negli altri sistemi DNS, in cui una sola stella e` una pulsar. Il
fatto che entrambe le stelle siano delle pulsar permette di misurare indipen-
dentemente le due funzioni di massa, cosa chiaramente non possibile negli
altri sistemi DNS, data la bassissima emissione di una stella di neutroni
non–pulsar.
Ricordiamo che la funzione di massa e` definita nel modo seguente:







essendo vA la velocita` di A lungo la linea di vista: vA ≡ (2pixA sin i)/P ,
nell’ipotesi e ∼ 0. Indicheremo poi con xA ed xB le distanze delle stelle dal
baricentro, cos`ı che a ≡ xA + xB sia la distanza tra le due compagne. La









e permette di scrivere la funzione di massa in termini del periodo (noto) e
della velocita` (misurabile con l’effetto Doppler, se la stella e` visibile). Nel
caso in cui entrambe le stelle siano direttamente osservabili si puo` ottenere
il rapporto tra le masse delle stelle semplicemente dividendo tra loro le due
funzioni di massa (si ricordi che per definizione di baricentromAxA = mBxB














Dunque la misurabilita` di quattro PK piu` il rapporto delle masse rende
il sistema binario PSR J0737–3039 il piu` sovradeterminato che si conosca.
Questi vincoli hanno permesso di fornire due tra le piu` accurate misure della
massa di una stella di neutroni: le osservazioni al settembre 2004 stimano
le masse di A e B in 1.337 ± 0.005M e 1.250 ± 0.005M rispettivamente.
En passant notiamo anche che la massa di B risulta cos`ı la piu` piccola mai
trovata per una stella di neutroni: si tratta di un dato che potrebbe portare
alla rivisitazione delle teorie sulla struttura di questi oggetti compatti e che
potrebbe fornire dei vincoli nello studio della loro equazione di stato, un
argomento per il momento assai controverso [3].
In realta` la situazione potrebbe rivelarsi ancora migliore di quanto de-
scritto finora: la curvatura dello spazio–tempo nella prossimita` delle due
stelle dovrebbe anche produrre una precessione dell’asse di rotazione di cia-
scuna compagna su tempi–scala dell’ordine di ∼ 75 e ∼ 71 anni, rispetti-
vamente per A e B. Questo effetto dovrebbe ripercuotersi osservativamente
sulla forma del segnale pulsato, fornendo, anche se non nell’immediato, po-
tenzialmente ben undici nuovi PK. La speranza e` supportata dal fatto che
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tali modulazioni nella forma degli impulsi sono gia` state osservate in PSR
B1913-16, anche se i tempi–scala molto piu` lunghi non permettono di avere
vincoli molto stringenti.
Come e` noto il rapido moto relativo di una stella rispetto alla Terra pro-
duce uno spostamento apparente della direzione della radiazione: un effetto
noto come aberrazione relativistica. La precessione degli spin dovuta all’in-
terazione spin–orbita dovrebbe causare anche cambiamenti dell’aberrazione
relativistica, dovute alla variazione sul lungo periodo dell’eccentricita` (e˙) e
del semiasse maggiore (x˙), fornedo ulteriori PK per testare la teoria della
gravita`, come previsto da alcuni autori [8], [9].
Infine notiamo come i modelli attuali per il calcolo dei parametri post–
kepleriani siano limitati al primo ordine in v2/c2, dato che l’errore osserva-
tivo preclude il confronto con i termini di ordine superiore. Ricordiamo a
questo proposito che vorb/c ' 10−3, come si puo` facilmente calcolare dalla
tabella 1.1. Tuttavia PSR J0737–3039 fornisce effetti dovuti all’interazione
spin–orbita un ordine di grandezza piu` rilevanti di quelli osservati finora,
nonche´ un valore di ω˙ insolitamente grande. Inoltre il segnale di A, molto
forte e ben definito, fornisce misure temporali talmente precise che presto
potrebbe essere necessario confrontare i dati osservativi con modelli agli or-
dini superiori, specialmente nel modellare il bending della luce nell’inteso
campo gravitazionale delle due pulsar, e quindi nella stima dello Shapiro
delay.
Da ultimo osserviamo che l’interazione spin–orbita deve modificare anche
la precessione del periastro ω˙, ed una stima di tale effetto potrebbe, per la
prima volta, fornire una misura diretta del momento d’inerzia di una stella
di neutroni, ponendo anche dei vincoli sull’equazione di stato [11].
1.3 Il merger rate dei sistemi DNS
In fig. 1.2 sono riportati i parametri piu` significativi di alcuni sistemi binari
compatti, cioe` di sistemi in cui entrambe le compagne sono stelle compat-
te: si noti che i sistemi DNS che si conoscono sono solamente sei (piu` due
possibili candidati, tra cui PSR J1829+2456, scoperto solo nel novembre del
2004).
Assieme alle grandezze che abbiamo gia` considerato troviamo anche un
parametro, τGW , che rappresenta il tempo–scala di coalescenza del sistema











1− e2)7/2 , (1.10)
con µ ≡ mAmB/ (mA +mB) la massa ridotta [13].
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Figura 1.3: Parametri orbitali di alcuni sistemi binari [13]
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La scoperta del doppio pulsatore e` molto significativa anche per le infor-
mazioni che si possono trarre in merito al calcolo del merger rate di binarie
di neutroni nella nostra galassia, ovvero del tasso con cui i sistemi DNS col-
lassano in modo da portare alla coalescenza delle due stelle. Si tratta di un
dato che oltre ad essere intrinsecamente interessante, risulta di fondamenta-
le importanza per gli esperimenti che intendono rivelare l’esistenza di onde
gravitazionali, dato che la sensibilta` delle apparecchiature permette di rive-
lare solo emissioni ‘straordinarie’ (nel senso di ‘non–periodiche’) di grandi
energie sotto forma di onde gravitazionali, per giunta relativamente vicine al
Sistema Solare. La coalescenza di un sistema binario di stelle compatte e` un
evento tra i piu` attesi in questo senso. Vedremo come i parametri osservati
in PSR J0737–3039 siano confortanti circa la possibilita` che esperimenti
come VIRGO [14], LIGO [15] e GEO [16] possano dare risultati in tempi
ragionevoli.
La bassa eccentricita` suggerisce che il sistema del doppio pulsatore abbia
gia` subito delle modifiche per effetto del ‘decadimento’ gravitazionale orbita-
le. Assumendo che l’evoluzione della distanza orbitale e l’eccentricita` siano
dovute solo all’emissione di onde gravitazionali [17], ed assumendo un’eta`
del sistema τb ∼ 100Myr, l’orbita doveva avere inizialmente un periodo di
3.3 h e un’eccentricita` pari a 0,119, per cui si stima una variazione di periodo
e forma dell’orbita, rispetto al momento della formazione di circa il 25%. Si
tratta della piu` significativa evoluzione mai misurata in un sistema binario.
Degli altri cinque sistemi binari noti solamente tre hanno orbite tali
che le due stelle di neutroni andranno incontro ad un fenomeno di merging
entro un periodo comparabile con l’eta` dell’Universo. Due di loro (PSR
B1913+16 e PSR B1534+12) si trovano nel piano galattico, mentre la ter-
za, PSR B2127+11C, e` situata alla periferia di un ammasso globulare, e il
contributo degli ammassi globulari al Galactic merger rate e` stimato essere
trascurabile [18]. Studi recenti [19] hanno mostrato che il tasso di merger
galattico (R) piu` attendibile e` quello basato sui dati di PSR B1913+16, per
cui risulta naturale confrontare con quest’ultimo i dati forniti dal doppio
pulsatore.
Per una data classe k di pulsar nella Via Lattea, a parte un fattore
correttivo dovuto alla geometria del fascio luminoso (beaming factor), il
merger rate Rk risulta direttamente proporzionale a Nk, cioe` il numero di
binarie galattiche di classe k (scaling factor) ed inversamente proporzionale
a τk, che potremmo definire la durata della vita di una pulsar, ovvero la
somma del tempo trascorso dalla sua formazione τb e del tempo tra cui
avverra` il merging con la compagna (τm).
Il confronto tra PSR J0737–3039 e PSR B1913+16 e` tale per cui
τ1913/τ0737 = (365Myr)/(185Myr) ∼ 2,
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Figura 1.4: Densita` di probabilita` dell’aumento del merger rate (R0737 +
R1913+R1534)/(R1913+R1534)) dopo la scoperta di PSR J0737–3039. Tale
funzione si e` ottenuta mediante l’espressione P (Rk) = A2Rk exp (−ARk),
con A ≡ τk/(Nkfk), dove fk rappresenta il beaming factor [2].
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mentre
N0737/N1913 ∝ L1913/L0737 = (200mJy kpc2)/(30mJy kpc2) ∼ 6,
avendo considerato la luminosita` a 400MHz ed avendo sfruttato una relazio-
ne valida sotto l’ipotesi che le pulsar siano distribuite in maniera omogenea
nel piano galattico. Si ha cos`ı un valore di R circa 12 volte piu` piccolo per
PSR J0737–3039 che per PSR B1913+16. Se si considera anche il piccolo
contributo di PSR B1534+12 si puo` affermare che il valore di R risulta in
effetti piu` grande di un ordine di grandezza.
E’ possibile riportare in un grafico la densita` di probabilita` per il fattore
di miglioramento del merger rate galattico, fig. 1.4, notando cos`ı che tale
curva presenta un massimo attorno al valore 8 e un limite superiore di 30
al 95% del livello di confidenza. Questo modello [2] suppone per ipotesi
una luminosita` fissata per le pulsar ed una distribuzione uniforme, nel disco
galattico, di sistemi binari DNS. Stime dell’agosto 2004 [20] portano il valore
di R da 83 Myr−1 prima della scoperta di PSR J0737–3039 a 13 Myr−1,
con un miglioramento di un fattore 6.4. Questa nuova stima di R, unita ai
modelli piu` favorevoli di distribuzione dei sistemi DNS nella nostra galassia,
prevederebbe che gli esperimenti atti a rivelare la radiazione gravitazionale
possano sperare di vedere un evento ogni uno–due anni al 95% del livello
di confidenza. Ad esempio le previsioni per l’esperimento LIGO, sempre al
95% CL sono rispettivamente di un evento ogni 8 anni oppure di 2 eventi al
giorno, a seconda dell’impiego dell’apparato iniziale o quello avanzato.
1.4 L’emissione radio
Poiche´ A ruota su se` stessa 44 volte in un secondo, ha una magnetosfera
abbastanza contenuta: assumendo che abbia un raggio pari a
Rmagsf = rc ≡ c/ (2piν) (1.11)
si ha che il suo raggio vale circa 1200 km. Nell’espressione precedente abbia-
mo introdotto il cosiddetto raggio del cilindro di luce rc, ovvero la distanza
alla quale un oggetto coruotante con la stella si muoverebbe alla velocita`
della luce. B, al contrario, ha una frequenza di rotazione 122 volte minore
e di conseguenza una magnetosfera dell’estensione di 135000 km. La geo-
metria del sistema, con l’orbita praticamente edge–on, e la relativamente
piccola separazione tra le due compagne (circa 900000 km) fanno s`ı che la
linea di vista di ciascuna delle due pulsar passi a meno di 45000 km dall’al-
tra: la radiazione pulsata di A passa attraverso la magnetosfera di B, ma
non viceversa. Questo fatto produce una ricca fenomenologia che andiamo
a discutere piu` in dettaglio.
Gia` il paper della scoperta [3] ha messo in luce i due aspetti principali
aspetti di questa interazione:
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• il fatto che quando la linea di vista di A passa attraverso la magne-
tosfera al momento della congiunzione superiore (cioe` quando le due
stelle sono sulla linea di vista, con B piu` vicina alla Terra) si osserva
un’eclisse di A
Figura 1.5: Vista laterale del sistema PSR J0737–3039, con evidenziate la
posizione del punto in cui si equivalgono la pressione del vento di particelle
proveniente da A e quella del campo magnetico di B e la linea di vista [3].
• la modulazione della densita` del flusso luminoso e della forma del
segnale di B.
1.4.1 L’eclisse di A
Brevi eclissi di A a 680 MHz e a 1390 MHz erano gia` state riportate nel
paper della scoperta [3], ma le osservazioni seguenti, sia al Parkes Radio
Telescope che al Green Bank Telescope (GBT), hanno mostrato che tali
eclissi sono indipendenti dalla frequenza entro l’errore di misura ed hanno
la durata di 27.4± 1.4 s (definita come larghezza totale a meta` altezza della
curva di luce), denotando una regione di eclisse dell’estensione di 18600 km.
L’eclisse ha un profilo asimmetrico a tutte le frequenze, con un tempo di
ingresso quattro volte superiore a quello di egresso, con il flusso osservato
che si azzera immediatamente dopo la congiunzione.
Un’analisi dell’estate 2004 con il GBT ha mostrato che la densita` totale
di flusso luminoso all’eclisse e` fortemente modulata con la periodicita` di B.
In particolare anche gli incrementi e le diminuzioni dell’intensita` del flusso di
A non sono monoto`ne, bens`ı sono modulate con un periodo di 2.8 s, ovvero
quello di B.
Per un’analisi di questo tipo e` opportuno dividere la curva di luce totale
dell’eclisse in quattro curve di luce corrispondenti a quattro regioni centrate
sulle fasi 0.0, 0.25, 0.50, 0.75 della pulsazione di B. Le curve di luce a 0.0 e
0.5 sono simmetriche, con l’azzeramento della densita` del flusso immediata-
mente attorno alla congiunzione, mentre le altre due mostrano una graduale
diminuzione che si verifica solo dopo la congiunzione, come mostrato in
fig. 1.6.
Come si puo` ben vedere la durata dell’eclisse di A dipende in modo
significativo dalla fase di B. Questo fatto e` strettamente collegato con le
proprieta` del mezzo in cui si propaga il flusso luminoso prodotto da A, ed
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Figura 1.6: Curve di luce per quattro fasi diverse di B, ottenute con pro-
cedure di fitting attraverso singole misure della densita` di flusso (i pallini
scuri). La barra verticale indica il tipico errore a ±1σ [12].
in particolare con la diversa profondita` ottica della magnetosfera di B che si
frappone fra A e la Terra. La fenomenologia osservata puo` essere spiegata
nel contesto di un modello che preveda assorbimento da sincrotrone dovuto
alla magnetosfera coruotante di B [21], [22].
Senza entrare nei dettagli, quello che si pensa e` che buona parte del-
l’energia cinetica rotazionale che il rotatore veloce A perde venga emessa
sotto forma di vento relativistico magnetizzato, composto prevalentemente
da coppie di elettrone–positrone. Il rate di perdita di energia di A (6×1033
erg/s) e` circa 3600 volte piu` grande di quello di B (si veda la tabella 1.1),
ed il punto in cui la pressione del vento di particelle che soffia da A bilancia
la pressione dovuta al campo magnetico di B cade ben dentro il cilindro di
luce di quest’ultima. Questo fenomeno fa s`ı che il lato della magnetosfera
di B rivolto verso A risulti compresso e che si formi una zona che Arons ed
altri chiamano ‘magnetosheath’, letteralmente ‘fodero magnetico’, ovvero la
zona della magnetosfera di B che assume la forma di una cometa [21]. Si do-
vrebbe inoltre avere la formazione di uno shock a forma di arco (bow–shock)
e di conseguenza la presenza di un plasma, magnetizzato, molto caldo. Tale
situazione e` mostrata in figura 1.7.
Nel modello proposto l’asse di rotazione di B e` supposto ortogonale al
piano orbitale, mentre l’asse del campo magnetico (che si ipotizza coincide-
re con l’asse del cono luminoso dell’emissione radio, nonostante la dinamica
della produzione di tale fascio non sia ancora stata spiegata esaurientemente)
giace nel piano orbitale stesso. Questo schema, a cui ci si riferisce comune-
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Figura 1.7: Rappresentazione schematica, non in scala, dell’interazione tra
il vento relativistico di A e la magnetosfera di B, quando il fascio radio di B
punta verso la Terra (fase 0.0) [12].
mente col nome di rotatore ortogonale, con evidente riferimento all’angolo tra
l’asse magnetico e quello di rotazione, sembrerebbe giustificato dalle analo-
gie tra i profili di luminosita` nelle fasi 0.0–0.5 e 0.25–0.75, oltre che dal fatto
che il momento impresso dal vento prodotto da A potrebbe avere portato
l’asse di rotazione di B ad allinearsi con il momento angolare orbitale.
La rotazione di B all’interno del magnetosheath dovrebbe modulare la
forma del ‘fodero’, generando delle cuspidi in cui la densita` del plasma au-
menta, Si noti infine che il plasma caldo proveniente da A non riesce in alcun
modo ad arrivare a cadere direttamente su B, rimanendo intrappolato nella
cosiddetta magnetopausa, ovvero nella zona in cui la pressione del plasma e`
uguale a quella del campo magnetico.
Gli articoli gia` citati [21], [22], considerano l’assorbimento di sincrotro-
ne in questo tipo di magnetosheath, riescono a spiegare alcune proprieta`
dell’eclisse di A, inclusi i bordi ripidi del profilo di luminosita`, e la debole
dipendenza dalla frequenza della radiazione osservata. Inoltre un’eventuale
rotazione prograda di B potrebbe spiegare anche l’asimmetria tra i profili di
ingresso e di egresso dell’eclisse.
Anche le modulazioni osservate con le diverse fasi orbitali di B possono
essere spiegate in questo scenario: la luce di A viene assorbita prima nelle
fasi 0.0 e 0.5, in cui l’asse del campo magnetico di B e` allineato con la linea
di vista, data la piu` alta densita` di cariche nelle cuspidi polari (dove per
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poli si intendono i poli magnetici) di B. Restano da discutere le differenze
tra le fasi 0.0 e 0.5, spiegabili forse con l’asimmetria dovuta all’orientazione
del asse magnetico. Si noti che si preferisce parlare di asse magnetico, con
riferimento alla simmetria del campo, piuttosto che di momento magnetico,
in quanto il campo dovrebbe discostarsi da quello puramente dipolare (e`
stato mostrato [22] che usando un campo di dipolo l’estensione dell’eclisse
prevista risulterebbe circa dieci volte piu` estesa di quella osservata). Chia-
ramente le fasi 0.25 e 0.75 di B presentano un profilo diverso a causa del
fatto che il beam di A attraversa zone dove la densita` di carica e` via via
maggiore, ma con un gradiente meno brusco di quello incontrato nelle altre
due fasi. Ancora una volta e` interessante sottolineare l’asimmetria tra il
caso 0.25 e il caso 0.75, nel quale l’ingresso e` non solo piu` lungo, ma perfino
non monoto`no: di nuovo [21] predice questa asimmetria, spiegandola come
un effetto indotto dalla rotazione orbitale.
In ogni caso, partendo dalla misurazione della durata dell’eclisse, si ri-
cava che la zona dell’eclisse e` piu` piccola del cilindro di luce di B di circa
un fattore 3 (∼ 0.04 rad ⇒ 4×109 cm contro 1.4×1010 cm). Tuttavia, poi-
che´ la densita` del plasma varia significativamente con la fase rotazonale di
B, determinare l’estensione della zona di eclisse non e` banale. In realta` la
precessione relativistica del periastro dovrebbe modificare nel tempo la mor-
fologia dell’eclisse, cos`ı che le osservazioni nei prossimi anni permetteranno
di avere piu` informazioni sulle modalita` delle occultazioni, sulle interazio-
ni vento–magnetosfera e sulla geometria del sistema, nonche´ di verificare
la previsione di Arons ed altri [21] che non ci dovrebbero essere eclissi a
frequenze superiori a 5 GHz.
I problemi aperti restano molti: i modelli qui citati richiedono una den-
sita` del vento relativistico circa 4 volte maggiore di quelli compatibili con
gli schemi correntemente accettati per la produzione di coppia attorno alle
pulsar, ed inoltre non c’e` accordo nemmeno sulla frazione dell’energia rota-
zionale della pulsar A che dovrebbe contribuire al vento di particelle: per
esempio Mc Laughlin ed altri [12] studiando i singoli impulsi di B giungono
alla conclusione che la maggior parte di questa energia va a finire nel flusso
del vettore di Poynting piuttosto che in particelle.
E’dunque innegabile che molti aspetti della fenomenologia del double
pulsar, ma anche di ogni pulsar isolata, sono indissolubilmente legati alla
configurazione del campo elettromagnetico nella magnetosfera e alla distri-
buzione di carica che ne deriva. Questo fatto spiega il ruolo fondamentale
che ha l’elettrodinamica delle pulsar, al cui studio saranno dedicati i capitoli
successivi.
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Capitolo 2
Le magnetosfere delle pulsar
In questo capitolo verrano riepilogate le conoscenze maturate negli ultimi 35
anni circa la comprensione di cosa sia effettivamente una pulsar, e di come si
possano spiegare le caratteristiche osservate. In particolare ci soffermeremo
sulla natura della zona di spazio che la circonda e vedremo che si tratta di
un plasma formato da elettroni e positroni permeato da una caratteristica
configurazione elettromagnetica: e` per questo che solitamente si parla di
magnetosfere che circondano le pulsar.
In realta` molti sono i problemi aperti nello studio delle pulsar, a partire
dal meccanismo di produzione del caratteristico effetto–faro, fino alla con-
figurazione del campo elettrico e magnetico nella magnetosfera, passando
per l’equazione di stato della materia degenere della stella vera e propria.
Approfondire tutti questi argomenti e` incompatibile con gli scopi di questo
lavoro, per cui solo l’aspetto di risolvere la cosiddetta equazione della pulsar,
ovvero l’equazione per il potenziale elettrostatico della magnetosfera, verra`
affrontato con dovizia di particolari.
2.1 Il modello di Gold e Pacini
Ancora oggi l’idea che sta alla base di tutti i modelli proposti per le pulsar
si basano sull’ipotesi, formulata nel 1968 indipendentemente da Gold e da
Pacini, che le pulsar siano stelle di neutroni, in rotazione veloce (con periodo
compreso tra 1ms e qualche s), dotate di forti campi magnetici (109−1013G),
prodotte durante alcune esplosioni di supernovae. Da questa semplice ma
importantissima ipotesi si vede immediatamente che i casi piu` semplici da
studiare, e che sono stati effettivamente studiati, sono quelli del rotatore
allineato (in cui l’asse magnetico e` allineato con il momento angolare) e del
rotatore ortogonale (in cui i due assi significativi sono appunto ortogonali).
Ancora oggi non si sa quale sia il modello piu` realistico, ma indubbiamente
la proposta di Gold e` molto solida.
Seguiamo un argomento di Pacini che supporta l’ipotesi che dietro ad
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ogni pulsar ci sia un oggetto compatto ruotante, ed ipotizziamo che asse
magnetico (assumeremo che il campo sia puramente dipolare) ed asse di
rotazione formino un angolo α.
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variabile nel tempo, irraggia energia secondo la formula:













In realta` tale formula prevederebbe un’emissione di onde elettromagnetiche
con frequenze dell’ordine di 10 MHz, mentre solitamente si osservano segnali
a 100MHz : tale discrepanza si puo` spiegare come il frutto dell’interazione
della radiazione prodotta con la nebulosa, prodotta durante l’esplosione di
supenova, che dovrebbe circondare la pulsar.
La fonte dell’energia prodotta e` da ricercare nell’energia cinetica di ro-






per cui la perdita di energia nel tempo sara`
E˙ = IΩΩ˙ . (2.5)
Questo tipo di scrittura richiede che Ω˙ sia negativo; in effetti tutte le radio–
pulsar note, ad eccezione di una, rallentano col passare del tempo. Indichia-
mo, per ogni grandezza X, con Xo il valore osservato oggi e con Xi il valore
di tale grandezza al momento della ‘nascita’ della pulsar.
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nel limite in cui Ω0  Ωi, ovvero nel caso in cui sia passato molto tempo
dalla formazione della pulsar: e` un limite molto buono per la quasi totalita`
delle pulsar note. Per esempio per la pulsar che si trova nella nebulosa del
Granchio, PSR 0531+21, confidenzialmente chiamata Crab, si ha T=2486yr,
e quindi un’eta` prevista di T/2=1243yr, da confrontare con l’eta` vera di
950yr (l’esplosione della corrispondente supernova fu osservata da astronomi
cinesi nel 1054).
Il motivo per cui non c’e` accordo tra i due valori e` che nel calcolo del
rallentamento deve entrare anche la perdita di energia per emissione di onde
gravitazionali, importante anche per una pulsar che si discosti appena dalla
sfericita` perfetta. Definendo l’eccentricita` come
 ≡ a− b
(a+ b)/2
 1 , (2.9)
dove a e b sono i due semiassi dell’ellissoide con cui schematizziamo la pulsar,










Questo rate di perdita di energia, importante anche per  piccoli (∼ 10−3)













e nel caso della Crab si ottiene t0 ∼ 600yr. E’ dunque possibile considerare
nella potenza emessa sia il contributo elettrodinamico che quello gravitazio-
nale, ricavando cos`ı anche il valore dell’eccentricita` (Crab ∼ 3 × 10−4) per
confronto tra l’eta` vera e quella calcolata.
Servendoci ancora dei dati della Crab (E˙ ∼ −6 × 1038erg/s, Ω ∼ 1.9 ×
10−4s−1 ed Ω˙ ∼ −2.26 × 10−3s−2), si ricava un valore tipico di I pari a
1.4 × 1045gcm2, perfettamente compatibile con la massa prevista di circa
una massa solare e un raggio di circa 10km.
2.2 La magnetosfera di Goldreich e Julian
Un passo fondamentale nella comprensione delle magnetosfere porta la data
del 1969, ad opera di Goldreich e Julian [24]: essi illustrano un argomento
che spiega come una pulsar non possa essere circondata dal vuoto ma debba
essere avvolta da una precisa distribuzione di carica elettrica. Premettendo
che la conclusione a cui arrivano Goldreich e Julian non e` corretta (vedremo
meglio in seguito perche´), ripercorriamo il loro ragionamento, in ogni caso
molto significativo.
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Consideriamo una stella di neutroni ruotante che abbia al suo interno
un campo magnetico puramente dipolare. Supponiamo inoltre che sia rea-
lizzata la configurazione di rotatore allineato ed indichiamo con P il periodo
di rotazione e con Ω la velocita` angolare. Introduciamo anche un’ipotesi
fondamentale: la materia stellare di cui sono costituite le pulsar e` un con-
duttore perfetto. Quest’ipotesi, perfettamente giustificata dalla fisica della
materia stellare degenere, porta alla conclusione che appena al di sotto della




∧ ~B = 0 (2.12)
Questa condizione, che prende il nome di force–free in quanto corrisponde
anche al bilancio delle forze su una particella carica in cui si trascurino gli
effetti gravitazionali ed inerziali rispetto a quelli elettromagnetici, si deriva










nel limite in cui la conduttivita` σ tende ad infinito. Si noti a questo pro-
posito che in linea di principio la conduttivita` e` descritta da un tensore,
ma e` altres`ı possibile dimostrare che l’anisotropia tra le direzioni parallela
ed ortogonale al campo magnetico e` solamente di un fattore 3pi/32 ∼ 0.295
[25]: questo giustifica il calcolare il limite σ →∞ trattando σ come uno sca-
lare. Chiaramente la condizione 2.12 discende dalla richiesta che nel limite
di conduttivita` infinita la densita` di corrente ~j rimanga finita.
Vediamo quali sono le implicazioni del supporre la stella circondata dal
vuoto. Noto il campo magnetico e la velocita` ~v = ~Ω∧~r dalla condizione 2.12
si ricava il campo elettrico fino appena al di sotto della superficie stellare.
Come e` ben noto la componente di ~E parallela alla superficie deve essere
continua, pertanto e` possibile ricavare il potenziale elettrico esterno, espresso





dove R,ϑ, φ sono le usuali coordinate sferiche, R∗ il raggio della stella, B0
il campo magnetico al polo e P2 il polinomio di Legendre di grado due.
Consideriamo ora l’invariante di Lorentz ~E · ~B, calcolandolo appena al
di sopra della superficie stellare, dove prendiamo come campo magnetico
ancora quello di dipolo puro e come campo elettrico il gradiente, cambiato
di segno, del potenziale descritto dall’equazione 2.14, ottenendo:
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La scelta di calcolare questa quantita`, che e` sostanzialmente proporziona-
le all’accelerazione che una particella carica subisce lungo la direzione del
campo magnetico, e` motivata anche dal fatto che si tratta di un invariante
di Lorentz, ovvero di una quantita` che non dipende dal particolare sistema
di riferimento scelto.
Dalla discontinuita` della componente radiale del campo elettrico si ricava
che sulla superficie deve esistere una densita` di carica pari a:
σ = −B0ΩR∗
4pic
cos2 ϑ . (2.16)
Questa carica sara` soggetta alla forza elettrostatica data dalla 2.15, ed e` faci-
le calcolare che tale forza e` piu` intensa di quella gravitazionale di un fattore
5×108 B12R36 cos2 ϑ/(PM∗) per un protone e di 8×1011 B12R36 cos2 ϑ/(PM∗)
per un elettrone (dove B12 e` il campo magnetico polare B0 in unita` di 1012G,
R6 il raggio della stella in unita` di 106cm e M∗ la massa della stella in unita`
di masse solari).
Ovviamente questo significa che la densita` superficiale di carica non puo`
essere in equilibrio dinamico, e la contraddizione ottenuta mostra come una
stella di neutroni ruotante non puo` essere circondata dal vuoto, anche sen-
za tenere in considerazione la complicata, ed ancora non ben compresa,
struttura microscopica della superficie di una stella di neutroni.
2.3 La magnetosfera coruotante
Qualitativamente Goldreich e Julian individuarono delle zone della magne-
tosfera con proprieta` ben definite: la magnetosfera coruotante, vincolata
ad essere racchiusa dal cilindro di luce, e la zona in cui le linee di campo
magnetico sono aperte.
Per prima cosa osserviamo come l’approssimazione force–free (eq. 2.12),
che supporremo valida in tutta la nostra trattazione, implica che il campo
magnetico deve essere in ogni punto tangente alle superfici equipotenziali
del campo elettrico: significa che le cariche della magnetosfera si dispongo-
no attorno alla stella in modo da rendere equipotenziali le linee di campo
magnetico, o ancora che, affinche´ le cariche smettano di essere strappate
dalla superficie, e` necessario che si realizzi la condizione
~E · ~B = 0 (2.17)
Questa osservazione anticipa in qualche modo il fatto, che spiegheremo in
dettaglio piu` avanti, che e` possibile descrivere il sistema mediante la cono-
scenza del solo potenziale elettrostatico, attraverso la teoria dei potenziali
di Eulero.
Cerchiamo ora di capire come sara` il moto delle cariche nella magneto-
sfera: lo scopo e` quello di dimostrare che le particelle sono letteralmente
aggrappate alle linee di campo magnetico e che coruotano con esse.
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Per prima cosa confrontiamo il tempo–scala caratteristico con cui una
particella carica perde energia per emissione di sincrotrone (che chiameremo
tcool) con un tempo tcross che rappresenta il tempo necessario per coprire
le distanze tipiche del problema. Considereremo per semplicita` elettroni
non relativistici (con fattori di Lorentz dell’ordine di 1), ma le conclusioni
ottenute sono del tutto generali.












dove uB = B2/(8pi) ∼ 1024erg/cm3 e` la densita` di energia del campo elet-
tromagnetico, σT la sezione d’urto Thomson e β la componente ortogonale
a ~B della velocita` dell’elettrone, in unita` di c.






Sostituendo i valori numerici tipici di tutte le quantita` in questione e` facile
vedere che si ha sempre
tcool
tcross
∼ 10−12  1 , (2.20)
per tutti i valori di v < c. Questa semplice stima suggerisce che le particelle
cariche tendono a dissipare per emissione di sincrotrone l’eventuale compo-
nente della velocita` perpendicolare al campo magnetico, spiralizzando cos`ı
attorno alle sue linee di campo. Infatti il raggio di Larmor per un elettrone












ovvero un valore decisamente piccolo rispetto a tutte le scale di lunghezza
in gioco.
C’e` un altro modo per vedere questo fatto, ed e` il seguente. E’ noto dalla
meccanica quantistica che i livelli energetici di una particella che spiralizza
attorno ad una linea magnetica sono quantizzati (livelli di Landau): il gap













il che significa che se la temperatura non e` almeno paragonabile a 5×108◦K
un elettrone non puo` spostarsi neanche sul livello eccitato piu` vicino al
fondamentale.
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Come gia` accennato, e` chiaro che non si puo` avere corotazione oltre
il cilindro di luce, essendo questo definito come la superficie su cui una
carica coruotante con la stella si muove a velocita` c. Pertanto e` immediato
suddividere la magnetosfera nella magnetosfera coruotante, ovvero quella
zona in cui le linee di campo magnetico si richiudono sulla stella, confinata
entro il cilindro di luce, e la magnetosfera aperta, formata dalle linee di
campo magnetico che rimangono aperte, lungo le quali le cariche sono libere
di fluire verso l’infinito. Le correnti, poloidali, generate da queste cariche
saranno responsabili della nascita di una componente toroidale del campo
magnetico.
Inoltre le correnti della magnetosfera aperta saranno di due segni oppo-
sti, per garantire la stazionarieta` della carica della pulsar: in particolare si
avra` uno stream di particelle negative (elettroni) ed uno di particelle positi-
ve (ioni o positroni), a seconda del valore del potenziale sulla linea. Infatti e`
ragionevole che a grande distanza dalla pulsar non sia piu` garantita l’equi-
potenzialita` delle linee di campo magnetico, a causa di essenzialmente due
fattori: in primis la decrescita della densita` di carica che non garantisce piu`
una conducibilita` infinita, ed in secundis l’importanza degli effetti inerziali
che non possono piu` essere trascurati. Si aggiunga poi che il raggio di gi-
razione delle particelle, inversamente proporzionale a | ~B|, tende a crescere
con la distanza, dimodoche´ le cariche non sono piu` strettamente aggrappate
alle linee di campo magnetico e possono pertanto sperimentare variazioni di
potenziale, e quindi essere accelerate. A questo proposito vediamo che la










che corrisponde ad un’energia massima, trascurando le perdite radiative, di










2.4 La produzione di coppie
L’argomento di Goldreich e Julian prevede che le pulsar non possano essere
circondate dal vuoto, bens`ı da un plasma la cui natura andremo ad indagare
in questo paragrafo. Vogliamo mostrare che questo plasma e` costituito da
elettroni e positroni, ottenuti per produzione di coppie da fotoni particolar-
mente energetici che viaggiano nell’intenso campo magnetico della pulsar.
Si pensa che i protoni, e gli ioni positivi in generale, siano imprigionati in
catene polimeriche rigide sulla superficie della stella di neutroni, e che non
contribuiscano al plasma di cui stiamo parlando [29].
La realizzabilita` o meno della configurazione con gli stream di segno di-
verso e` stata a lungo dibattuta in letteratura, essenzialmente perche´ potreb-
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be verificarsi il paradosso che le linee deputate a strappare cariche negative
abbiano il piede in zone in cui la densita` di carica deve essere positiva, e
viceversa. Molti autori hanno anche cercato di collegare a questo possibile
fenomeno l’irrisolto problema di spiegare il meccanismo di emissione tipico
delle radio–pulsar, e, piu` in generale, di capire se esso puo` contribuire a ren-
dere un rotatore allineato una sorgente attiva, ovvero pulsante (altra vexata
quaestio della teoria delle pulsar).
In realta` il comportamento delle cariche, e di conseguenza dei campi, nei
pressi della superficie non e` ancora descritto in modo pienamente convin-
cente da nessuna teoria. Una spiegazione abbastanza accreditata e` legata
all’eventuale presenza di gap nella struttura elettromagnetica, dovuti al flus-
so di particelle cariche che tendono a cortocircuitare, momentaneamente, il
campo elettrico in prossimita` delle calotte polari di un rotatore allineato.
Questa teoria ha molti sostenitori, ma e` ben lungi dall’essere universalmente
accettata, pertanto non sara` nostro argomento di discussione. Ci limiteremo
a costruire un semplice modello della magnetosfera prossima alle calotte po-
lari per lo studio della produzione di coppie al fine di spiegare l’abbondanza
di cariche libere nella magnetosfera, ma non lo prenderemo in considerazione
nei capitoli successivi, in cui ci dedicheremo a trovare una configurazione sta-
zionaria, nell’approssimazione force–free, del campo elettromagnetico nella
magnetosfera di un rotatore allineato.
Per studiare il ruolo, universalmente riconosciuto, della pair production
nel problema in questione seguiremo le stime ottenute da Sturrock nel 1971
[26], facendo delle semplici ipotesi sulla struttura del campo elettrico e ma-
gnetico nei pressi della superficie stellare. Il motivo per cui si pensa che la
produzione di coppie avvenga in questa zona della magnetosfera consiste nel
fatto che in questa regione il campo magnetico e` piu` intenso che altrove (e`
lecito supporre una descrescenza dipolare, ovvero come R−3).
Concentriamo la nostra attenzione su una regione appena al di sopra
delle calotte polari, e, introducendo la distanza dalla superficie della pulsar
x, definita come x = R − R∗, assumiamo che il campo elettrico sia sostan-
zialmente parallelo al campo magnetico per un tratto R∗, e poi trasverso
per x > R∗. Supporremo inoltre che la densita` di carica ρ sia costante nella
zona considerata.
L’equazione di Poisson per il campo elettrico E, impondendo che ∂E∂ϑ = 0
per ipotesi e che ∂E∂φ = 0 per la simmetria azimutale, diventa:
∂E
∂x
= 4piρ . (2.25)
Assumendo ρ = |~j|/c e sfruttando la quarta equazione di Maxwell, nel caso
stazionario, si ha ∣∣∣~∇∧ ~B∣∣∣ = 4piρ . (2.26)
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Per avere una stima di 4piρ si puo` sostituire il rotore con B, espresso in
Gauss, diviso una distanza caratteristica del problema, ad esempio meta`




cT ' 5× 109T , (2.27)
dove il periodo della pulsar T e` espresso in secondi. In questo modo si ottiene
per il campo elettrico, che risulta cos`ı nullo sulla superficie della pulsar,
E = 4piρx ' B0
rc
x = 0.4× 10−9B0T−1x (2.28)




= 0.2× 10−9B0T−1 . (2.29)
I valori massimi di queste due quantita` saranno quindi, sempre nelle oppor-
tune unita` di misura (cgs):
EM = 0.6× 10−14B0R3/2∗ T−3/2 , (2.30)
φM = 0.5× 10−19B0R3∗T−2 . (2.31)
Vedremo come queste stime, a prima vista abbastanza artificiose, sono coe-
renti con quelle di Goldreich e Julian sulla massima energia raggiungibile
da una particella accelerata, oltre che con l’ipotesi che buona parte dell’e-
nergia elettromagnetica della pulsar sia convertita in energia cinetica delle
particelle che fluiscono verso l’infinito.
Quest’ipotesi, a lungo controversa, sembrerebbe confermata dall’analisi
delle prime soluzioni numeriche delle equazioni per i campi elettromagnetici
in una magnetosfera force–free. En passant accenniamo al fatto che in let-
teratura il rapporto tra il flusso di energia dato dal vettore di Poynting e
quello trasportato dalle particelle prende il nome di σ, e che Contopoulos e
Kazanas trovano che σ decresce allontanandosi dalla stella fino a diventare
molto minore di uno, confermando che un rotatore allineato puo` accelerare
particelle cariche a spese dell’energia elettromagnetica [27].
Consideriamo ora un elettrone accelerato che percorre una linea di campo
magnetico, incontrando un campo elettrico ortogonale alla direzione di moto:
come abbiamo gia` visto nel paragrafo 2.3, esso avra` una componente di
impulso perpendicolare al campo magnetico trascurabile, cos`ı che non c’e`
emissione di sincrotrone.
Tuttavia, le linee magnetiche sono curve, pertanto l’accelerazione centri-
peta permettera` all’elettrone di emettere fotoni lungo la direzione di moto
per bremsstrahlung. Tale radiazione, misurando l’energia dell’elettrone ε in
eV , e` piccata alla frequenza ν data da
ν = 0.16× 10−7ε3R−2c , (2.32)
40 Le magnetosfere delle pulsar
dove Rc e` il raggio di curvatura. La potenza totale emessa, in erg/s, e` invece
data da:
W = 0.8× 10−31ε4R−2c . (2.33)
La forza esercitata dall’emissione della radiazione e` data da c−1W cos`ı che
c’e` un limite all’energia che un elettrone puo` acquisire da un campo elettrico,
ottenibile dal bilancio delle forze:
0.27× 10−41ε4R−2c = 0.5× 10−9E . (2.34)
Si ottiene il limite radiativo dato da:
εRL = 0.8× 108R1/2c E1/4 (2.35)













= cost , (2.37)
nonche´ l’espressione per l’angolo ϑp che determina l’estensione della calotta
polare. Esso e` ricavabile dalla relazione precedente, imponendo che corri-
sponda alla colatitudine dell’inserzione sulla pulsar dell’ultima linea della







= 0.16× 10−4R1/2∗ T 1/2 , (2.38)
chiaramente a quest’angolo corrisponde un raggio della calotta polare pari
a
rpol ' R∗ϑp = 0.16× 10−4R3/2∗ T 1/2 . (2.39)
Utilizzando le tre relazioni precedenti si ottiene il massimo raggio di curva-
tura, che adotteremo nei calcoli seguenti come valore tipico per la curvatura
di tutte le linee che partono dalla calotta polare:
Rc ' 8× 104R1/2∗ T 1/2 . (2.40)
Dalle 2.30, 2.35 e 2.40 si ricava che, se l’energia dell’elettrone e` limitata dalle





∗ T−1/8 , (2.41)
mentre, se si trascura l’irraggiamento, essa vale:
EM = eφM ' 0.16× 10−16B0R3∗T−2 . (2.42)
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Come e` facile osservare la relazione appena ottenuta e` in buon accordo con
quella ricavata a suo tempo da Goldreich e Julian (eq. 2.24), infatti presenta
lo stesso andamento in termini di B, R e T , e differisce in valore solamente di
un fattore 5. Il confronto delle equazioni 2.41 e 2.42 stabilisce la condizione,
sul periodo T , affinche` l’energia degli elettroni sia limitata dalle perdite
radiative: affinche´ sussista il limite indotto dalla radiazione si deve avere
T < TRL = 0.2× 10−12B2/50 R19/15∗ . (2.43)
La condizione appena trovata, per B0 = 1012G e R∗ = 106cm, da`
TRL ' 0.5s , (2.44)
cioe` le reazione dovuta alla radiazione e` importante per le pulsar con perio-
do abbastanza breve, ma risulta trascurabile per pulsar con periodi di un
secondo o piu`.
Veniamo ora al meccanismo di pair–production vero e proprio. L’equa-
zione 2.32 sostanzialmente dice che elettroni di energia εe viaggiando lungo
traiettorie curve producono raggi γ di energia εγ , espressa sempre in eV ,
pari a:
εγ = 0.6× 10−22ε3eR−1c . (2.45)
Se assumiamo per un attimo che la condizione 2.43 non sia verificata, cos`ı
che la massima energia raggiungibile sia data dalla 2.42, i fotoni potranno
raggiungere energie pari a:
εγM = 0.16× 10−77B30R17/2∗ T−13/2 . (2.46)
Per esempio con B0 = 1012G, R∗ = 106cm e T = 1s, si ha εγM = 3×109eV .
Il punto cruciale della trattazione e` che, come dimostrato in [28], raggi
γ con energie paragonabili a 109eV che si propagano in campi magnetici
dell’intensita` di 1012G producono coppie elettrone–positrone.
Infatti, come si puo` vedere sempre in [28], il libero cammino medio di
un fotone per produzione di coppie in un campo magnetico con componente
B⊥ trasversa alla direzione del moto e` dato da
λ = 4× 105B−1⊥ T−1 (χ) , (2.47)
dove
χ = 5× 10−19B⊥Eγ ; (2.48)
inoltre, nel range d’interesse la funzione T (χ) puo` essere approssimata da
T (χ) ' 0.5 exp(−4/3χ) . (2.49)
E’ quindi possibile, nel nostro caso, combinare le equazioni precedenti nel
modo seguente:
B⊥εγ = 2.5× 1019 (log λ+ logB⊥ − 6)−1 . (2.50)
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I valori di λ da considerare saranno compresi tra 104 e 107, mentre B⊥ sara`
nel range 106 − 1010, quindi con buona approssimazione possiamo scrivere
la condizione per avere produzione di coppia nel modo seguente:
B⊥εγ = 5× 1018 . (2.51)
Si ha dunque che un raggio γ, prodotto per bremsstrahlung lungo una linea
magnetica (cos`ı che inizialmente B⊥ = 0), nel suo propagarsi in linea retta
incomincia ad attraversare zone in cui B⊥ cresce. Quando viene verificata
la condizione 2.51 il libero cammino medio del fotone e` abbastanza piccolo
perche´ si abbia pair–production.
In particolare, se consideriamo un raggio γ prodotto in un punto pros-
simo alla superficie della stella, a colatitudine ϑ, troviamo che il valore
massimo di B⊥ lungo la sua traiettoria sara`
B⊥M ' 0.1ϑB0 (2.52)
e che questo valore sara` raggiunto a x = R∗/3, per un campo puramente
dipolare. Utilizzando la relazione 2.37 si puo` riscrivere questo valore come
B⊥M = 0.16× 10−5B0R1/2∗ T−1/2 . (2.53)
Sostituendo la 2.46 e la 2.52 nella 2.51 si trova che la condizione per avere
produzione di coppie si scrive come
T < TPP = 2.5× 10−15B4/70 R9/7∗ . (2.54)
Inserendo i soliti valori B0 = 1012G e R∗ = 106cm, si trova TPP = 1s. Cio`
significa che le pulsar con periodo piu` piccolo di un secondo (la maggior parte
di quelle note) dovrebbero riuscire a produrre coppie elettrone–positrone.
Infine qualche osservazione su quanto ottenuto finora. Se la produzio-
ne di coppie fosse necessaria ai fini dell’emissione radio, la condizione 2.54
potrebbe spiegare la distribuzione dei periodi delle pulsar osservate, ed in
particolare il taglio per T > 1.5s. Inoltre, dalle equazioni di questo paragrafo
si puo` ricavare che TPP > TRL se
B0R
1/9
∗ > 1.3× 1011 , (2.55)
ed il fatto che questa diseguaglianza e` soddisfatta per la maggior parte delle
pulsar giustifica, a posteriori, l’aver trascurato le perdite radiative nel cal-
colare il periodo critico TPP , al di sotto del quale si ha produzione di coppie
che, a loro volta, possono essere accelerate in un processo a cascata. Tale
processo prende il nome di separazione a scintilla (spark gap in inglese), ed e`
abbastanza veloce da generare tutte le cariche necessarie a rendere force–free
la magnetosfera [29].
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2.5 La natura del plasma
Resta ancora un punto da chiarire per quanto riguarda la composizione del
plasma nelle magnetosfere delle pulsar: si esso sia quasi neutro oppure in
regime di separazione di carica. Per discutere questo punto e` utile anticipare
quale dev’essere la densita` di carica coruotante con la stella, nella forma in
cui la ricavarono per la prima volta Goldreich e Julian (in letteratura tale
densita` e` nota appunto col loro nome). In coordinate polari cilindriche









1− (Ωr/c)2 . (2.56)
Questa ρ corrisponde ad una densita` numerica di paricelle cariche, per
Ωr  c, pari a
n =
ρ







il che significa che la densita` di particelle cariche in prossimita` della pulsar
eccede quella tipica del mezzo interstellare di ben 10 ordini di grandezza.
Chiaramente questa ρ e` quella netta, positiva o negativa, ma non e` legata,
in linea di principio, alla densita` assoluta di carica. Infatti non e` possibile
distinguere un’eventuale presenza di un uguale numero di particelle cariche
positive e negative n+ = n− che si somma alla densita` della 2.56. Il dua-
lismo plasma quasi neutro–separazione di carica nasce proprio da questa
indeterminazione: se n  n+ = n− si cade nel primo caso, in quanto la
carica di Goldreich e Julian si puo` vedere come una piccola perturbazione di
un plasma complessivamente neutro, se invece n n+ = n− ' 0 si ha una
completa separazione spaziale delle cariche di segno diverso. La configura-
zione fisica che dovrebbe realizzarsi nelle magnetosfere delle pulsar dovrebbe
essere quella di separazione di carica; andiamo a vedere il perche´, cercando
di capire quali sono le implicazioni di questa approssimazione.
Dimostreremo, sempre nel paragrafo 3.6.5, che la densita` di corrente
nella magnetosfera e` data da
~j = ρΩreˆφ + κ(r, z) ~B , (2.58)
con ρ che corrisponde alla densita` appena trovata, mentre κ(r, z) rappre-
senta una funzione della posizione che la teoria ancora non e` riuscita ad
indentificare, se non numericamente. Il suo significato fisico e` pero` chiaro:
essa rappresenta sostanzialmente il prodotto di ρ con la velocita` che le cari-
che hanno nel loro moto lungo le linee di campo magnetico, che ricordiamo
funzionano come dei conduttori perfetti.
Nella magnetosfera coruotante e` lecito assumere che κ sia identicamente
nulla, dato che, per simmetria, su ciascuna linea magnetica si avranno tante
cariche che viaggiano in un senso quante nell’altro: i due contributi opposti
fanno s`ı che la componente poloidale di ~j sia nulla.
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In regime di separazione di carica si ha che ~v ≡ ~j/ρ corrisponde fisi-
camente alla velocita` media delle particelle, la quale non puo` certamente
essere maggiore di c, mentre in presenza di plasma quasi neutro ~v non si
puo` identificare con una quantita` fisica ben precisa. Basti pensare al caso di
un plasma con n+ = n−: le cariche positive e quelle negative si muoveranno
in senso opposto, ovvero ~v+ = −~v−, cos`ı da avere











Se non si considera solo la magnetosfera chiusa si potra` avere κ 6= 0, nel qual
caso sarebbe necessario imporre che, in condizioni di separazione di carica,
κ sia tale da soddisfare la disuguaglianza∣∣∣∣∣~jρ
∣∣∣∣∣ < c . (2.61)
Questa condizione non puo` essere verificata a priori in un’eventuale solu-
zione numerica, dato che non e` insita nelle equazioni da risolvere. Puo` pero`
essere usata proficuamente per controllare la bonta`, nel senso di pertinenza
fisica, di una soluzione, nonche´ per verificare i limiti spaziali delle appros-
simazioni usate, in particolare l’aver trascurato l’inerzia del plasma e l’aver
assunto valida ovunque la 2.12.
In effetti, come gia` accennato, la configurazione fisicamente piu` plausibile
e` quella di una totale separazione di carica. Infatti, immaginando la solu-
zione che si avrebbe rilassando l’approssimazione force–free, e` lecito pensare
che le forze inerziali, seppur molto piu` piccole di quelle elettromagnetiche,
siano in realta` bilanciate dalla presenza di un adeguato campo elettrico.
Il punto cruciale e` che questo campo elettrico non puo` bilanciare contem-
poraneamente gli effetti inerziali delle cariche di entrambi i segni: l’unico
modo per evitare che le cariche di un dato segno cadano sulla stella e` quello
di avere una pressione che possa opporsi a tale effetto. L’energia termica del






ma questo implicherebbe temperature del plasma dell’ordine di 109◦K, un
valore non compatibile con le forti perdite radiative degli elettroni, nonche´
con le temperature superficiali tipiche delle pulsar, che sono di 106◦K.
Vale la pena infine di ricordare che, mentre per le magnetosfere delle
pulsar la configurazione piu` plausibile e` quella della separazione di carica,
esistono invece problemi astrofisici trattati in approssimazione force–free in
cui sembra piu` realistico assumere la condizione di plasma neutro, come ad
esempio le magnetosfere dei buchi neri o dei dischi di accrescimento, in cui
le temperature raggiungono tipicamente valori dell’ordine di 109◦K.
Capitolo 3
L’equazione della pulsar
Lo scopo di questo capitolo e` quello di arrivare a scrivere un sistema di
equazioni che descriva la configurazione elettromagnetica nella magnetosfere
di un rotatore allineato, nell’approssimazione force–free.
Per fare cio` e` utile introdurre la teoria generale (si vedano gli articoli di
Uchida [30] e [31]) del campo elettromagnetico force–free in una trattazione
manifestamente covariante che permette di studiare una vasta gamma di
problemi, ad esempio le magnetosfere dei rotatori allineati ed obliqui, dei
buchi neri e dei dischi di accrescimento (importanti per gli AGN, ad esem-
pio). Verra` anche illustrato il corretto modo di trattare le simmetrie del
problema, cos`ı da ricavare le equazioni che descrivono la magnetosfera di un
rotatore allineato (o di due rotatori allineati, con lo stesso asse di rotazione)
in condizioni stazionarie.
In particolare vedremo che il campo elettromagnetico force–free puo` es-
sere descritto da una teoria classica di campo con due variabili scalari, a cui
si da` il nome di potenziali di Eulero.
Le equazioni di base per il campo elettromagnetico force–free sono le
seguenti:
∇λFµν +∇µFνλ +∇νFλµ = 0 , (3.1)
∇νFµν = 4piJµ , (3.2)
FµνJ
ν = 0 , (3.3)
dove Fµν e` il campo elettromagnetico, Jµ e` la quadricorrente e∇µ la derivata
covariante. Le equazioni 3.1 e 3.2 non sono altro che le equazioni di Maxwell,
mentre la 3.3 rappresenta la condizione force–free, ovvero che la forza di
Lorentz sia uguale a zero (ricordiamo che stiamo trascurando le forze inerziali
e gravitazionali rispetto a quelle elettromagnetiche).
Nella consueta trattazione delle equazioni di Maxwell si ha a che fare
con equazioni lineari nei campi, ma si nota subito che in questo caso la
3.3, a causa della dipendenza di Jµ da Fµν , fa perdere questa proprieta` alle
soluzioni del problema.
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C’e` un’altra caratteristica delle equazioni 3.1, 3.2 e 3.3 che salta all’oc-
chio: la mancanza della (quadri)velocita` macroscopica del plasma. In alcune
trattazioni la velocita` ~v e` considerata una delle variabili fondamentali, as-
sieme ai campi elettrico e magnetico, anche se, come vedremo tra poco,
l’approssimazione force–free e` indipendente da ogni caratteristica della ma-
teria di cui e` costituito il plasma, a parte chiaramente la validita` o meno
della suddetta approssimazione.
La dinamica del campo elettromagnetico risulta quindi descritta comple-
tamente senza l’introduzione della quadrivelocita` del plasma. L’unica cosa
da tenere in considerazione e` l’eventuale condizione 2.61 se si assume, come
sembra fisicamente piu` corretto, il regime di separazione di carica.
La trattazione manifestamente covariante di questo capitolo considerera`
una metrica con segnatura (−+++), oltre che c = G = 1.
3.1 Il campo elettromagnetico degenere
L’equazione 3.3 dice che Jµ appartiene al nucleo della matrice Fµν , ovvero
che dev’essere
detFµν = 0 . (3.4)
Quando questo succede si dice che il campo elettromagnetico e` degenere, e
puo` essere espresso, avendo introdotto il tensore duale ∗Fµν ≡ εµνρσFρσ,
anche come
∗FµνFµν = 0 , (3.5)
oppure, in termini dei campi ~E e ~B,
~E · ~B = 0 . (3.6)
Un campo elettromagnetico degenere ha proprieta` algebriche e geometriche
profondamente differenti da quelle di un campo non degenere, per cui vale
la pena di studiarle un po’ piu` in dettaglio.
Per prima cosa consideriamo le proprieta` algebriche di Fµν : come opera-
tore lineare esso ha rango uguale a due, poiche´, essendo antisimmetrico, deve
avere autovalori immaginari puri, a coppie di complessi coniugati. Essendo
degenere, ma non nullo, il suo rango dev’essere due.
Esisteranno pertanto due vettori, linearmente indipendenti, soluzioni
dell’equazione
Fµνξ
ν = 0 . (3.7)
E’ facile dimostrare che, dato ξµ(1), un altro quadrivettore soluzione della 3.7,





Il tensore elettromagnetico Fµν si puo` classificare in tre classi a seconda del
segno dell’invariante di Lorentz FµνFµν [32], [33].
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Quando FµνFµν > 0, esistono degli autovettori relativi all’autovalore
zero di Fµν di tipo tempo. In questo caso e` possibile, con una trasformazione
di Lorentz, andare in un sistema di riferimento in cui un osservatore a riposo
vede un campo puramente magnetico (si parla di campo elettromagnetico
degenere magnetico).
Il caso FµνFµν = 0 corrisponde ad un campo di radiazione, mentre se
FµνF
µν < 0 i vettori del nucleo di Fµν sono di tipo spazio, ed il campo puo`
essere reso puramente elettrico con un boost adeguato.
Benche´ il campo elettromagnetico force–free sia descritto a prescindere
dal plasma in cui ‘vive’, se si richiede che ~v rappresenti il campo di velocita`
del plasma e` necessario che la quadrivelocita` Uµ soddisfi
FµνU
ν = 0 , (3.9)
ma, essendo Uµ un quadrivettore di tipo tempo, questo significa che il campo
Fµν dev’essere magnetico e che, in regime di separazione di carica si deve
avere
FµνF
µν > 0 (3.10)
in tutta la regione in cui vale l’approssimazione force–free.
La presenza, in ogni punto, di due autovettori relativi all’autovalore zero
fa s`ı che si possano costruire due campi vettoriali che generano una fami-
glia di superfici integrali bidimensionali, nello spazio–tempo di dimensione
quattro. E’ possibile, in quest’ottica, dare una descrizione puramente geo-
metrica dei campi degeneri, ma cio` esula dagli interessi di questa trattazione,
pertanto non approfondiremo l’argomento.
Puo` pero` essere utile dare una descrizione geometrica e covariante del-
le linee di campo magnetico sfruttando tali superfici: ogni linea di campo
magnetico per cos`ı dire ‘fisica’ sara` semplicemente identificata dall’interse-
zione tra lo spazio tridimensionale e la superficie generata dai vettori che
soddisfano la 3.7.
Dal fatto che il tensore elettromagnetico degenere Fµν e` di rango due
vediamo immediatamente che la relazione 3.3 ha solo due componenti li-
nearmente indipendenti; inoltre e` facile vedere che e` possibile scegliere delle
variabili che rendono banalmente soddisfatta l’equazione 3.1.
Dobbiamo ora scegliere le variabili piu` adatte a descrivere il problema.
La scelta piu` ovvia sembrerebbe quella di scegliere le componenti del qua-
dripotenziale Aµ come variabili di base, ma il fatto che ne esistano solo due
linearmente indipendenti richiede di aggiungere ulteriori vincoli che ten-
gano in conto di questo fatto. Affiancare la condizione di degenerazione
FµνF
µν = 0 e la scelta di una gauge alle relazioni 3.1, 3.2 e 3.3 porta ugual-
mente ad un sistema completo di equazioni, ma e` piu` conveniente procedere
in modo diverso.
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3.2 I potenziali di Eulero
Come conseguenza dell’esistenza della superficie di flusso bidimensionale di
cui abbiamo parlato nel paragrafo precedente, e` possibile dimostrare (si
consulti l’appendice di [30]) che la forma piu` generale che puo` assumere il
tensore del campo elettromagnetico degenere e` la seguente:
Fµν = ∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1 , (3.11)
dove φ1 e φ2 sono due campi scalari che prendono il nome di potenziali di
Eulero. Da questa espressione per Fµν segue immediatamente che le superfici
di flusso non sono nient’altro che le superfici su cui φ1 e φ2 sono costanti.
Nella trattazione non relativistica spesso i potenziali di Eulero (indicati con
α e β) sono scelti cos`ı che
~B = ~∇α ∧ ~∇β (3.12)
~E = −∂tα~∇β + ∂tβ~∇α+ ~∇f(α, β) , (3.13)
con f funzione arbitraria. E’ possibile mostrare, si veda [30], che e` sempre
possibile scegliere i potenziali di Eulero φ1 e φ2 come





in modo da ottenere per i campi elettrico e magnetico la forma
~E = −∂tφ1~∇φ2 + ∂tφ2~∇φ1 (3.15)
~B = ~∇φ1 ∧ ~∇φ2 . (3.16)
Con questa scelta anche la condizione 3.3 diventa ovvia:
∗FµνFµν = 4εµνρσ∂µφ1∂νφ2∂ρφ1∂σφ2 = 0 (3.17)





(φ1∂µφ2 − φ2∂µφ1) . (3.18)
Notiamo infine che i potenziali di Eulero che conducono a un dato campo
elettromagnetico degenere non sono unici. Per esempio, fissato φ1, possiamo
trasformare φ2 in φ2+f(φ1), ancora una volta con f arbitraria. Infatti questa
trasformazione modifica il quadripotenziale nel modo seguente




(φ1df/dφ1 − f) dφ1 . (3.20)
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E’ quindi evidente che la liberta` nella scelta dei potenziali di Eulero e`
sostanzialmente un riflesso della consueta invarianza di gauge.
Nella sua forma generale questo stretto legame con l’invarianza di gauge
fa s`ı che il quadripotenziale sia legato ai potenziali di Eulero dalla relazione
Aµ → A′µ = Aµ + ∂µλ(φ1, φ2) . (3.21)
Per esempio, scegliendo λ(φ1, φ2) = (φ1φ2)/2, si ottiene
A′µ = φ1∂µφ2 (3.22)
Una forma analoga viene sovente impiegata nella MHD non–relativistica, in
cui si utilizza ~A = α~∇β.
Vediamo piu` in generale quali delle seguenti trasformazioni dei potenziali
di Eulero, che lasciano invariate le superfici equipotenziali,
φ˜1 = φ˜1(φ1, φ2) , φ˜2 = φ˜2(φ1, φ2) (3.23)
lasciano invariato anche il tensore elettromagnetico. Richiedere che i campi
fisici Fµν restino invariati significa imporre

























= 1 , (3.25)
ovvero che lo Jacobiano della trasformazione 3.23 sia uguale a uno. Si puo`
mostrare, con un po’ di algebra, che una qualsiasi trasformazione di questo
tipo si traduce in una trasformazione di gauge con un’adeguata λ(φ1, φ2).
3.3 Le master equations
Andiamo ora a derivare la forma generale, cioe` senza assumere che il siste-
ma abbia alcuna simmetria o che sia stazionario, delle equazioni, a cui ci
riferiremo col nome di master equations, per i potenziali di Eulero.
La relazione 3.1 risulta automaticamente soddisfatta dall’aver imposto la
forma 3.11 per Fµν in termini dei potenziali di Eulero φ1 e φ2. Sostituendo
la relazioni 3.2 nella 3.3 si ottiene
(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)∇λ(∂νφ1∂λφ2 − ∂νφ2∂λφ1) = 0 . (3.26)
Siccome ∂µφ1 e ∂µφ2 sono linearmente indipendenti e diversi da zero (al-
trimenti Fµν sarebbe identicamente nullo) l’equazione precedente si puo`
separare in
∂µφ1∂λ
[√−g(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)] = 0 ,
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∂µφ2∂λ
[√−g(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)] = 0 , (3.27)
avendo esplicitato le derivate covarianti secondo la relazione
∇ν(Ξµν) = 1√−g∂µ
(√−g Ξµν) , (3.28)
con
√−g la radice quadrata del determinante del tensore metrico, cambiato
di segno (questa ed altre relazioni analoghe si possono trovare ad esempio
in [33], § 86).
C’e` pero` un modo alternativo, molto elegante, di ricavare le master equa-
tions, ed e` con un principio variazionale del tutto analogo a quello in presenza
di campi non degeneri.
Le equazioni di Maxwell si possono ricavare dall’azione




√−g d4x , (3.29)
considerando le componenti del quadripotenziale Aµ come variabili dinami-
che. Le equazioni 3.27 si ottengono in modo analogo, ovvero usando come
variabili dinamiche i potenziali di Eulero.
Infatti, esprimendo Fµν in termini di φ1 e φ2, la densita` lagrangiana L
diventa
L = − 1
16pi
√−g(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1) . (3.30)
Le equazioni di Eulero–Lagrange per φ1 e φ2 che si ottengono sono
∂µ
[√−g∂νφ2(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)] = 0 ,
∂µ
[√−g∂νφ1(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)] = 0 , (3.31)
che sono equivalenti alle 3.27 se si considera che ∂µ∂νφi = ∂ν∂µφi.
L’approccio variazionale permette anche di ottenere immediatamente in-
formazioni sul tensore energia–impulso del campo elettromagnetico degene-














Le proprieta` dei campi degeneri ci permettono di fare qualche considerazio-
ne generale sulla forma di questo tensore. Sia ξµ uno dei generatori della




(F · F )ξµ , (3.33)
dove F · F ≡ FµνFµν . Abbiamo ottenuto che un generatore della superfice
di flusso e` un autovettore del tensore energia–impulso relativo all’autovalore




(F · F )∂µφi , (3.34)
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ovvero che anche i vettori ortogonali alle superfici su cui i potenziali di Eulero
sono costanti sono autovettori di Tµν , relativi all’autovalore (1/2)F · F .
Abbiamo cos`ı facilmente trovato una base di quadrivettori, il cui signifi-
cato geometrico e` lampante, che diagonalizza il tensore energia–impulso.
3.4 Il ruolo delle simmetrie
Come in ogni problema fisico l’individuare delle simmetrie permette di sem-
plificarsi la vita in modo significativo, anche nel caso del campo elettro-
magnetico degenere l’assunzione di alcune invarianze permette di rendere
risolvibili le master equations, che nella forma 3.27 sono troppo complicate
per essere risolte, anche numericamente.
Nell’ambito della trattazione manifestamente covariante che stiamo por-
tando avanti il ruolo delle simmetrie e` strettamente collegato alla presenza
di uno o piu` vettori di Killing.
Con ‘vettore di Killing’ si intende definire piu` propriamente un campo
vettoriale ζµ(xα), tale che uno spostamento infinitesimo lungo ζµ lasci in-
variata una data entita` fisica, ovvero che, considerata nel punto xµ0 la curva
xµ(λ) a cui il campo vettoriale e` tangente, uno spostamento infinitesimo
lungo tale curva
xµ0 → xµ0 + δxµ0 = xµ0 + ζµδλ (3.35)
lascia tale quantita` invariata. Per esempio, nell’ambito della relativita` gene-
rale si richiede che sia la metrica ad essere invariante per traslazioni generate
dai vettori di Killing, mentre nel nostro problema richiederemo che siano i
campi elettromagnetici ad avere tale proprieta`.
In particolare richiederemo che la derivata di Lie rispetto al vettore di
Killing ζµ, indicata con Lζ , del tensore elettromagnetico Fµν sia uguale a
zero in tutti i punti dello spazio–tempo, ovvero che
LζFµν ≡ Fµν,ρζρ + Fτνζτ,µ + Fµτζτ,ν = 0 , (3.36)
dove con il pedice ,µ si intende la derivata parziale rispetto a xµ.
Cerchiamo di capire, con un argomento euristico, quale sia la forma piu`
generale che possono assumere i potenziali di Eulero affinche´ tale relazione
sia automaticamente soddisfatta, rimandando per la dimostrazione generale
dei vincoli che otterremo a [31].
A prima vista potrebbe sembrare che la condizione 3.36 si rilegga in
termini di potenziali di Eulero come
Lζφ1 ≡ ζµ∂µφ1 = 0 Lζφ2 ≡ ζµ∂µφ2 = 0 , (3.37)
dato che questo conduce direttamente ad avere LζFµν = 0. In realta` questo
vincolo su φ1 e φ2 e` troppo forte, come mostra il seguente esempio.
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La condizione 3.37 impone, in particolare, che valga
Fµνζ
ν = (∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)ζν = 0 , (3.38)
ovvero che tre delle sei componenti del tensore antisimmetrico Fµν siano
uguali a zero. Se consideriamo, ad esempio, il vettore di Killing che esprime
la stazionarieta`, ζµ = (ζ0, 0, 0, 0) abbiamo che
Fµi = 0 i = 1, 2, 3 , (3.39)
e cioe` che il campo elettrico e` identicamente nullo. Poiche´ non ha senso che
un campo elettromagnetico stazionario, pur se degenere, non possa avere
campo elettrico, ne deduciamo che la condizione 3.37 non e` sufficientemente
generale.
Procediamo quindi in modo diverso, imponendo solamente che
Lζφ1 = 0 . (3.40)
Facendo la derivata di Lie di Fµν rispetto a ζµ sotto la condizione 3.40
troviamo
LζFµν = ∂µφ1∂ν(Lζφ2)− ∂µ(Lζφ2)∂νφ1 , (3.41)
che e` uguale a zero se φ2 soddisfa
Lζφ2 = ζµ∂µφ2 = f(φ1) , (3.42)






∂µφ1∂νφ1 = 0 . (3.43)
Si puo` verificare che le condizioni 3.37 e 3.42 sono effettivamente le piu`
generali che definiscono dei potenziali di Eulero compatibili con la simmetria
generata da ζµ. Esse si possono riscrivere in modo piu` compatto sfruttando
quella che in sostanza e` l’invarianza di gauge espressa dalle 3.23–3.25 nel
modo seguente:
Lζφ1 = 0 Lζφ2 = 1 ; (3.44)
esse si ottengono semplicemente con la trasformazione
φ˜1 =
∫




Notiamo pero` che l’unico caso in cui non ci si puo` ricondurre alle 3.44 e`
quello in cui si ha f(φ1) = 0, che corrisponde alla 3.37.
Nel caso in cui ci siano due direzioni invarianti , sara` necessario [31]
richiedere che il campo elettromagnetico rimanga invariato per le trasfor-
mazioni generate dai ciascuno dei due vettori di Killing linearmente indi-
pendenti ζ1 e ζ2, ovvero che
Lζ1Fµν = 0 Lζ2Fµν = 0 . (3.46)
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A differenza della situazione con un solo vettore di Killing, ora si possono






sia uguale o diverso da zero. La necessita` di distinguere i due casi e` legata
alla possibilita` di trovare, o meno, un generatore della superficie di flusso
esprimibile come combinazione lineare dei due vettori di Killing.





che generi la superficie di flusso, il che implica, per definizione, Fµνξµ = 0 .
Sfruttando la relazione 3.11 si ottiene
Fµνζ
ν = (a1ζν1 ∂νφ2+a2ζ
ν
2 ∂νφ2)∂µφ1− (a1ζν1 ∂νφ1+a2ζν2 ∂νφ1)∂µφ2 , (3.49)
ma cio` implica, a causa dell’indipendenza di ∂µφ1 e ∂µφ2, che un ξµ non










ha una soluzione per a1 e a2 diversi da zero. Quindi un generatore del-
la superficie di flusso esiste se e solo se il determinante della matrice dei
coefficienti del sistema 3.50 e` uguale a zero, ovvero se
(∂µφ1∂νφ2 − ∂µφ2∂νφ1)ζµ1 ζν2 = Fµνζµ1 ζν2 = 0 . (3.51)
Questa relazione biunivoca che abbiamo appena dimostrato ci guidera` nella
scelta dei corretti potenziali di Eulero nel caso che siamo interessati a stu-
diare, e cioe` quello stazionario a simmetria azimutale. In particolare e` utile
riportare (per la dimostrazione si veda sempre [31]) che nel caso in cui i due




2 = 0 le forme piu` generali
dei vincoli sui potenziali di Eulero sono le seguenti:
Lζ1φ1 = ζ
µ
1 ∂µφ1 = 0 , Lζ2φ1 = ζ
µ
2 ∂µφ1 = 0 ,
Lζ1φ2 = ζ
µ
1 ∂µφ2 = 1 , Lζ2φ2 = ζ
µ
2 ∂µφ2 = h(φ1) ,
(3.52)
dove, al solito, h(φ1) e` una funzione arbitraria di φ1.
3.5 Il caso assisimmetrico stazionario
Consideriamo il caso di un campo elettromagnetico stazionario e a simmetria
azimutale, che ha le sue applicazioni nello studio delle magnetosfere delle
pulsar, dei buchi neri e dei dischi di accrescimento. In particolare, dato
che siamo interessati al problema delle pulsar, possiamo assumere che la
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metrica sia piatta (cosa non vera nel caso dei buchi neri, dove si assume che
la metrica sia quella di Boyer–Lindquist [34]); scegliamo inoltre coordinate
polari sferiche (R,ϑ, ϕ).
In virtu` di queste due simmetrie, esistono due vettori di Killing che
soddisfano
Lζ1Fµν = 0 , Lζ2Fµν = 0 , (3.53)
con
ζµ1 = (1, 0, 0, 0) , ζ2 = (0, 0, 0, 1) . (3.54)




2 = 0, dato che e` possibile
far vedere [31] che in caso contrario si avrebbe una componente toroidale
del campo elettrico con una singolarita` per R = 0 (in particolare Eϕ ∝





2 = Ftφ = 0.
Sostituendo le definizioni esplicite dei due vettori di Killing 3.54 nel-
le equazioni 3.52, ed integrandole, otteniamo le seguenti espressioni per i
potenziali di Eulero:
φ1 = f1(R,ϑ) , φ2 = ϕ− Ω(f1) + f2(R,ϑ) . (3.55)
Nelle equazioni precedenti si e` operata la sostituzione h(f1) = −Ω(f1) per-
che´ essa rappresenta proprio la velocita` angolare con cui ruota il sistema.
Nel caso della magnetosfera della pulsar essa e` costante (indipendente da
f1), come dimostreremo a pagina 56, ma in generale e` possibile avere una
rotazione differenziale delle varie superfici indicizzate da f1.
Le componenti del campo elettromagnetico sono:
FtR = Ω∂Rf1 , Ftϑ = Ω∂ϑf1 , Ftϕ = 0 , FRϕ = ∂Rf1 ,
Fϑϕ = ∂ϑf1 , FRϑ = ∂Rf1∂ϑf2 − ∂Rf2∂ϑf1 . (3.56)
E’ interessante notare come f2 compaia solo nell’espressione per FRϑ, e che
contenga l’indeterminazione che discende dal fatto di poterle aggiungere
un’arbitraria funzione di f1 senza modificare i campi elettromagnetici.
Passiamo ora a considerare le equazioni che governano i potenziali di Eu-
lero, ricordando che avendo scelto coordinate polari sferiche
√−g = R2 sinϑ.
Utilizzando la prima delle master equations 3.27, che riscriviamo come
∂µf1∂ν(
√−gFµν) , (3.57)
ricordando che Fµν e` antisimmetrico e che
∂t(
√−gFµν) = ∂ϕ(
√−gFµν) = 0 (3.58)
quello che si ottiene e` semplicemente
∂Rf1∂ϑ(
√−gFRϑ)− ∂ϑf1∂R(
√−gFRϑ) = 0 . (3.59)
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La relazione appena trovata afferma che
√−gFRϑ deve essere funzione di
f1, ovvero che deve esistere una funzione I(f1) tale che
√−gFRϑ = R2 sinϑFRϑ ≡ I(f1) (3.60)
Abbiamo dunque trovato un modo per eliminare f2 dalla discussione, dato
che esso entrava solo in FRϑ. L’equazione che descrive f2, e che include
anche l’indeterminazione a cui abbiamo accennato prima, e`
FRϑ = ∂Rf1∂ϑf2 − ∂Rf2∂ϑf1 = I(f1)
R2 sinϑ
. (3.61)
L’essere riusciti ad eliminare f2 dalla trattazione sconsiglia di utilizzare di-
rettamente la seconda delle 3.27, che reintrodurrebbe φ2 (e quindi anche f2):
e` piu` conveniente procedere considerando direttamente le relazioni 3.2 e 3.3.
Dalla 3.2 otteniamo le espressioni per JR e Jϑ:
4pi
√−gJR = ∂ϑ(















Sostituendo queste due equazioni nelle componenti α = R,ϑ della relazione
force–free 3.3 si ottiene[




∂αf1 = 0 . (3.64)
Dato che non puo` essere ∂αf1 = 0, si avra`
Jϕ − Ω(f1)J t − I(f1)4piR2 sin2 ϑ
dI
df1
= 0 . (3.65)
Sempre dalla 3.2 si ricavano direttamente J t e Jϕ:
































Abbiamo ora a disposizione tutti i termini da sostituire nella 3.65 per otte-














= 0 , (3.68)
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avendo indicato con r = R sinϑ il raggio in coordinate polari cilindriche ed
avendo conservato la possibile dipendenza di Ω da f1. Chiameremo equa-
zione della pulsar la relazione appena trovata per il potenziale di Eulero
φ1 = f1 ≡ f , nel caso in cui la velocita` angolare di rotazione Ω non dipenda
da f . La esplicitiamo di seguito, sviluppando il primo addendo in coordinate
cilindriche (r, ϕ, z):
(1− Ω2r2)[∂rrf + ∂zzf ]− (1 + Ω
2r2)
r
∂rf + I(f)I ′(f) = 0 . (3.69)
3.6 Le grandezze del problema
Il formalismo che abbiamo introdotto per descrivere in modo manifesta-
mente covariante il campo elettromagnetico force–free permette di trattare
con generalita` il problema, ma tende a nascondere i significati fisici delle
grandezze in gioco. In questo paragrafo cercheremo di esprimere in funzio-
ne delle variabili con cui abbiamo descritto il problema tutte le grandezze
fisiche interessanti.
3.6.1 La velocita` angolare Ω
Abbiamo gia` detto, senza dimostrarlo, che per il caso della pulsar la funzione
Ω(f) e` costante e vale la velocita` angolare della stella: ora vediamo perche´
e` lecito fare questa identficazione. Per descrivere la magnetosfera di una
pulsar e` sufficiente considerare una metrica piatta (il raggio di Schwarzchild
per una stella di neutroni di massa 1.4M vale circa 2.1km, che e` piccolo
rispetto ai raggi tipici di circa 10km), per cui le equazioni di Maxwell 3.2
si possono scrivere nella forma consueta, passando alla notazione (3+ 1); in
particolare siamo interessati alla legge di Faraday-Neumann-Lenz, nel caso
stazionario
~∇∧ ~E = 0 . (3.70)
Prendiamo ora un circuito chiuso C fermo nel sistema di riferimento della
pulsar e consideriamo la versione integrale della terza equazione di Maxwell,
nel caso di un circuito che varia nel tempo (come si puo` trovare in [33], §63):∮
C
(
~E + ~v ∧ ~B
)
· d~l = −dΦB
dt





~B · d ~A (3.72)
e` il flusso del campo magnetico attraverso una superfice chiusa che insiste
sulla curva C e ~v = ~Ωp ∧ ~r e` la velocita` del circuito.
Poiche´ la 3.71 deve valere per ogni circuito chiuso C, dobbiamo avere
~E +Ωpreˆφ ∧ ~B = 0 . (3.73)
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Consideriamo ora la prima e la quarta delle 3.56: si ha che
FtR = Ω(f)∂Rf = ΩFRϕ , (3.74)
che, riscritta esplicitamente in termini del campo elettrico e magnetico,
diventa
−ER = Ω(f)R sinϑ(−Bϑ) , (3.75)
e cioe` la 3.73 proiettata lungo il versore Rˆ, con in piu` l’identificazione di
Ω(f) con Ωp, ovvero la velocita` angolare della pulsar.
3.6.2 Il potenziale di Eulero f
Per capire a quale grandezza fisica corrisponde l’unico potenziale di Eulero
che serve per descrivere il sistema, e` utile ritornare alla 3.18 e calcolare
esplicitamente il quadripotenziale Aµ. In componenti si ottiene:













Queste relazioni non sono le piu` eleganti che si possano scrivere, ma e` pos-
sibile sfruttare l’invarianza di gauge 3.25 per semplificarle, ed in particolare





si trova per il nuovo quadripotenziale A˜µ:








(f∂ϑf2 − f2∂ϑf) ,
A˜ϕ = f . (3.78)
Le 3.78 dicono in sostanza che il potenziale di Eulero f ha ben due significati
fisici immediati. Il primo, che si deduce da At, e` che f e` proporzionale al
potenziale elettrostatico, tramite Ω, mentre il secondo e` che f(r, z) coincide
con il flusso del campo magnetico attraverso il cerchio di raggio r a z costante
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(la superficie Σ, di perimetro C), diviso 2pi. Infatti, facendo uso del teorema
di Stokes e della simmetria azimutale, si ha:∫
Σ
~B · d~σ =
∫
Σ
~∇∧ ~A′ · d~σ =
∮
C
~A′ · d~l = 2pirA′ϕ . (3.79)
Si noti che la componente A′ϕ che compare qui non e` la quarta componen-
te del quadrivettore definito dalle 3.78, bens`ı la proiezione sul versore eˆφ
della parte spaziale del quadrivettore Aµ, che finora abbiamo espresso in
coordinate polari sferiche. Questo prodotto scalare puo` essere comodamen-
te calcolato nelle stesse coordinate, considerando la metrica opportuna e il









Aggiungendo quanto ricavato nelle 3.78 e` dunque possibile riscrivere la 3.79
nel modo seguente:∫
Σ
~B · d~σ = 2pirA′ϕ = 2piAϕ = 2pif , (3.81)
che e` l’identificazione che avevamo anticipato tra f e il flusso del campo
magnetico attraverso la superficie Σ.
3.6.3 L’integrale I(f)
Anche la funzione integrale I(f) che abbiamo introdotto nella 3.60 ha un
significato immediato in termini delle consuete grandezze dell’elettrodinami-
ca, come andiamo a dimostrare. Il primo significato discende direttamente
dalla definizione di I(f), infatti
FRϑ = RBϕ , (3.82)
e quindi dalla 3.60:
R sinϑBϕ = rBϕ = I(f) . (3.83)
Abbiamo trovato che la funzione integrale I(f) e`, in un’ultima analisi, pro-
porzionale alla componente toroidale del campo magnetico. Ma la relazio-
ne 3.83 illustra anche un altro significato che ha la funzione I(f). Tale
significato si puo` vedere considerando la legge di Biot-Savart, la quale for-
nisce il campo magnetico, puramente toroidale, di un filo che segue l’asse zˆ





Il confronto tra la 3.83 e la 3.84 mostra che la funzione I(f(r, z)) puo` essere
interpretata, a meno di un fattore 2/c, come il flusso della componente lungo
zˆ della densita` di corrente attraverso il cerchio di raggio r posto a z costante.
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3.6.4 I campi elettrico e magnetico
Della componente lungo ϕˆ del campo magnetico abbiamo gia` parlato; ora
andiamo a dimostrare che la componente toroidale del campo elettrico deve
essere identicamente nulla. Si noti che questo fatto e` strettamente connesso
con l’aver richiesto, a pagina 53, Fζ1ζ2 = 0, ovvero Ftϕ = −Eϕ = 0. Per la
legge di Faraday–Neumann–Lenz 3.71 si deve avere, nel caso stazionario ed
invariante per rotazioni attorno all’asse z (il che implica Eϕ = cost):∫
Σ
(~∇∧ ~E) · d~σ =
∮
C
~E · d~l =
∫ 2pi
0
Eϕr dϕ = 2pirEϕ = 0 , (3.85)
cioe` semplicemente Eϕ = 0. Le altre componenti di E si trovano immedia-
tamente dal fatto che f e` proporzionale al potenziale elettrostatico, secondo




~∇f ⇒ Er = −Ω
c
rfr , Ez = −Ω
c
fz . (3.86)
Si noti che e` stata coerentemente reintrodotta la velocita` della luce, che
d’ora in poi non consideremo piu` uguale a uno.
Le componenti lungo r e z del campo magnetico si possono ricavare dalla







3.6.5 Le densita` di carica e di corrente
Nel paragrafo 3.5 e` stato ricavato il quadrivettore corrente Jµ, che contiene
tutte le informazioni sulle densita` di carica e di corrente, ma la sua espres-
sione e` piuttosto complicata, per cui e` piu` conveniente seguire un’altra via
nel ricavare ρ e ~j.
Dato che vogliamo considerare un plasma in regime di separazione di
carica ~v rappresenta la velocita` macroscopica delle cariche elettriche, per




∧ ~B = 0 . (3.88)






∧ ~B = 0 , (3.89)
grazie alla quale possiamo affermare che
~j = ρΩreˆφ + κ(r, z) ~B , (3.90)
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ovvero la relazione che avevamo anticipato nel capitolo 2.
Prendendo ora la divergenza della 3.88, sfruttando l’identita` vettoriale
~∇ · (~a ∧~b) = ~b · (~∇∧ ~a)− ~a · (~∇∧~b) (3.91)
e sostituendo ~∇ · ~E con 4piρ, nonche´ il rotore di ~B con (4pi/c)~j attraverso la







A questo punto e` sufficiente esplicitare jϕ tramite la 3.90 per ricavare la











che dimostra, e generalizza, la densita` ricavata per la prima volta da Gol-
dreich e Julian (relazione 2.56), corrispondente al limite in cui κ = 0.
3.6.6 La funzione I ′(f)
E’interessante vedere come anche la derivata di I rispetto ad f , che compare
nell’equazione della pulsar, abbia un significato intrinseco. Consideriamo a
tal proposito la 3.65, che permette di esprimere la componente lungo eˆφ
della densita` di corrente ~j semplicemente facendo il prodotto scalare (con
la metrica delle coordinate polari sferiche) tra la Jµ che abbiamo ricavato
prima ed il versore eϕµ = (0, 0, 0, R sinϑ) = (0, 0, 0, r):
Jµeϕµ = jϕ = Ωρr +
c
4pir
I ′(f)I(f) . (3.94)
Ricordando che I(f) = rBϕ, si ottiene
jϕ = Ωρr +
c
4pi
I ′(f)Bϕ , (3.95)





I ′(f) . (3.96)
La relazione appena trovata mostra, in primo luogo, che κ e` solo funzione
di f , e non separatamente di r e z, ed in secondo luogo che cI ′(f)/(4pi) rap-
presenta il coefficiente di proporzionalita` tra la componente poloidale della
densita` di corrente e quella del campo magnetico. La densita` di corrente
κ~B, che in letteratura si indica con il nome di field–aligned current, lungo la
componente eˆφ si va a sommare a ρΩreˆφ, ovvero al contributo fornito dalle
cariche che coruotano con la stella.
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Come gia` accennato nel capitolo 2, il termine contenente κ e` fondamen-
tale perche´ la velocita` ~v, definita da ~j = ρ~v, che in regime di separazione di
carica rappresenta la velocita` macroscopica del flusso di elettroni o positroni,
rimanga minore di c.
Sfruttando solamente la simmetria del problema e` inoltre possibile de-
terminare il contributo delle field–aligned current nella magnetosfera chiusa
(coruotante). Infatti, a causa della simmetria del sistema per riflessioni che
lasciano invariato il piano equatoriale, si ha che le componenti Br e Bϕ
devono annullarsi per z = 0. Il fatto che I(f) sia proporzionale a Bϕ im-
plica pertanto che su tutte le linee a f costante che passano per il piano
equatoriale debba valere I = 0; in particolare tutta la magnetosfera co-
ruotante sara` caratterizzata da questa proprieta`, che implica banalmente
I ′(f)/(4pi) = κ = 0, ovvero che la corrente che scorre nella magnetosfera
chiusa e` tutta e solo quella prodotta dalle cariche in corotazione.
3.7 Le condizioni al contorno
Passiamo ora a discutere quali siano le corrette condizioni al contorno da
imporre per risolvere l’equazione della pulsar, all’interno e all’esterno del
cilindro di luce, nei due casi che saranno studiati numericamente, e cioe`
quello di una pulsar singola e quello di un sistema binario di due rotatori
allineati aventi lo stesso asse di rotazione, nonche´ assi magnetici nello stesso
verso.
E’ sicuramente utile riscrivere l’equazione della pulsar 3.69 reintrodu-
cendo le corrette potenze di c ed adimensionalizzando le variabili (r, z)









Dopo aver effettuato il cambio di variabili e` oppurtuno porre
r2cI(f)I
′(f) ≡W (f) , (3.98)
cos`ı da poter scrivere l’equazione a cui faremo sempre riferimento nella forma
(
1− x2) [fxx + fyy]− 1 + x2
x
fx +W (f) = 0 (3.99)
Si tratta quindi di un’equazione differenziale alle derivate parziali in due
variabili, di tipo ellittico, che in letteratura e` stata intensamente studiata
([35], [36], [37], [38], [39], [40], [41], [42], solo per fare alcuni esempi di
lavori prodotti tra il 1973 e il 1975), putroppo senza mai giungere ad una
trattazione esauriente a causa della singolarita` dei coefficienti nel punto x =
1 e del fatto che la funzione W (f) non e` nota a priori.
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Secondo la teoria delle PDE (Partial Differential Equation) e` possibile
imporre ai bordi del dominio delle condizioni sul valore di f(x, y), dette
di Dirichlet, o sulla derivata normale (fnˆ) al bordo stesso, nel qual caso si
parla di condizioni di Neumann. Nel caso di PDE lineari l’imposizione di
questo tipo di condizioni al contorno garantisce l’unicita` della soluzione (se si
impongono solo condizioni di Neumann, a meno di una costante addittiva),
mentre nulla si puo` dire in presenza di termini non lineari, quale sara` in
generale W (f).
I primi tentativi di risolvere l’equazione della pulsar sono stati con una
funzione W (f) nulla [35], lineare o lineare a tratti [39], casi poi scartati a
causa dell’impossibilita` di ottenere una soluzione continua al cilindro di luce.
Si noti che tale richiesta nasce solo dalla considerazione fisica di imporre che
sul cilindro di luce, che e` una superficie per cos`ı dire ‘matematica’, cioe` che
non corrisponde ad una distribuzione fisica di materia, non si accumulino
cariche elettriche e i campi elettrico e magnetico siano continui. Tale ipotesi
sembra molto ragionevole, ed e` quasi universalmente accettata, nonostante
esistano lavori che ipotizzano comportamenti non banali al cilindro di luce
(ad esempio in [65] si considera la possibilita` della presenza di uno shock).
E’ pero` plausibile, anche se nessuno l’ha mai dimostrato esattamente,
che il richiedere continuita` di f e delle sue derivate al cilindro di luce possa
selezionare autoconsistentemente l’unica soluzione fisica dell’equazione della
pulsar e un unico andamento funzionale di W (f); si veda sull’argomento
l’algoritmo proposto in [38], ad esempio.
In questa fase e` opportuno chiedersi quali siano le condizioni al bordo che
la fisica impone in due regioni distinte: la zona della magnetosfera racchiusa
dal cilindro di luce e quella che si estende tra il cilindro di luce e l’infinito,
che Goldreich e Julian battezzarono zona di vento. Il motivo per cui ana-
lizziamo queste due zone distintamente sara` evidente quando verra` spiegato
in dettaglio l’algoritmo utilizzato per trovare una soluzione numerica estesa
dalla stella all’infinito che non presenti singolarita` al cilindro di luce.
3.7.1 La magnetosfera vicina
Con la locuzione ‘magnetosfera vicina’ (traduzione di near zone) intendia-
mo la porzione della magnetosfera compresa tra la stella e il cilindro di
luce. Piu` precisamente supporremo che il campo magnetico all’interno del-
la pulsar sia puramente dipolare, ricavando il potenziale elettrostatico sulla
superficie sfruttando le continuita` del campo magnetico ed elettrico sugge-
rite dalle equazioni di Maxwell, nonche´ imponendo che valga la condizione
force–free all’interno della stella, essendovi ragionevolemente conducibilita`
infinita. In particolare sulla superficie della stella (R = rc
√
x2 + y2 = R∗),
come abbiamo gia` dimostrato nel paragrafo 2.2, il potenziale elettrostatico
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si riconduce ad essere proporzionale a quello di dipolo (elettrico), ovvero:








sin2 ϑ , (3.100)
dove µ e` il modulo del momento di dipolo magnetico della pulsar. La




cioe` definendo fd come il valore della linea che interseca il piano equatoriale
al cilindro di luce nella soluzione puramente statica, e` possibile esprimere
tutti i valori delle soluzioni della 3.99 in unita` di fd tenendo coerentemente
in considerazione sia la dipendenza da µ che da rc, e quindi da Ω.
Per imporre le condizioni sugli altri bordi, come prima cosa notiamo che
l’invarianza per rotazioni attorno all’asse y permette di studiare il problema
in un piano a ϕ costante, mentre il comportamento del campo magnetico per
riflessioni rispetto al piano equatoriale suggerisce che f sia una funzione pari
di y, e che quindi sia sufficiente considerare il quadrante a x ed y positivi.
Il fatto che f , come funzione di y, sia pari fa s`ı che sia necessario chiedere
che sul piano equatoriale fy = 0, in quanto e` una funzione dispari di y.
Imporremo dunque una condizione di Neumann del tipo
fnˆ(x, y = 0) = 0 . (3.102)
Consideriamo ora l’asse di rotazione della pulsar, ovvero l’asse x = 0.
Affinche´ il campo magnetico lungo x, che ricordiamo essere proporzionale
a fy/x (3.87), rimanga finito (ed in particolare nullo), e` necessario che si
abbia fy = 0 su tutto l’asse di rotazione, fuori dalla stella. Questo significa
che si puo` imporre:
f(0, y ≥ R∗) = f(0, R∗) = 0 . (3.103)
Per quanto riguarda la condizione da mettere sul cilindro di luce, invece,





e considerare che in questo caso fnˆ = −fx.
Resta solo da decidere come trattare l’ultimo bordo in gioco, ovvero
l’infinito. Generalmente (si vedano ad esempio [24], [36], [38]), si assume
che la soluzione f(R,ϑ) ammetta una rappresentazione in serie di potenze
al di fuori di una sfera di raggio adeguato, del tipo
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Questo significa che all’infinito si ha
f(R→∞, ϑ) ∼ f˜(ϑ) , (3.106)
che si traduce facilmente nella condizione di Neumann
fnˆ(R→∞, ϑ) = 0 (3.107)
su un arco di circonferenza di raggio grande rispetto alle scale di lunghezza
in gioco, ed in particolare di rc, o, se si preferisce, per
√
x2 + y2  1.
Alcuni autori ([43], [44], [45]) che hanno affrontato il problema del-
l’integrazione numerica dell’equazione della pulsar hanno anche affermato
che la dipendenza dalla condizione all’infinito e` trascurabile; in ogni caso
imporremo che sia realizzata la 3.107 su una circonferenza di raggio 10rc.
3.7.2 La zona di vento
La discussione delle condizioni al contorno oltre il cilindro di luce sono state
parzialmente definite nel paragrafo precedente, nel senso che si e` gia` scelta
la condizione di Neumann 3.107 per l’infinito, oltre a quella sul cilindro di
luce 3.104, a patto di tenere a mente che questa volta fnˆ = +fx.
Una trattazione a parte merita invece il vincolo sul piano equatoriale
per x > 1. Nel nostro modello, che prevede una magnetosfera chiusa ed
una aperta, deve esistere una curva di livello di f , che indicheremo con
fcr, che separa le due zone. La configurazione piu` plausibile che spieghi la
geometria di questa linea critica e` che essa ‘avvolga’ tutta la magnetosfera
coruotante, la quale e` supposta estendersi fino a x = 1, per poi giacere sul
piano equatoriale per x > 1.
Bisogna pero` dire che alcuni autori hanno indagato la possibilita` che la
magnetosfera chiusa non arrivi a toccare il cilindro di luce, immaginando una
separatrice che incontra il piano equatoriale in xcr < 1, per poi proseguire nel
piano equatoriale fino all’infinito [39]. E’possibile mostrare che in entrambi
i casi si ha un punto singolare, ma che nel caso in cui l’intersezione e` a
xcr < 1 la separatrice deve intersecare il piano equatoriale con tangente
infinita (fy = 0), mentre se xcr = 1 si deve avere un punto angoloso (a cui
ci si riferisce in inglese col termine cusp), le cui proprieta` discuteremo in
seguito [46].
Infine discutiamo una proprieta` interessante dell’equazione della pulsar
che lega l’andamento a grandi raggi di f con le proprieta` della corrente
I(f). Il fatto che la soluzione vada all’infinito radialmente implica che il








= 0 . (3.108)
Questa equazione ammette come integrale primo
I(f˜) = − sinϑf˜ϑ , (3.109)
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ovvero una relazione che illustra come l’andamento all’infinito del potenziale
di Eulero f sia strettamente collegato con la forma funzionale che si sceglie
per la corrente I(f). Indubbiamente una buona soluzione numerica deve
essere in grado di riprodurre correttamente questo risultato.
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Capitolo 4
La soluzione numerica
Dopo aver introdotto la fisica necessaria ad affrontare il problema dell’e-
quazione della pulsar, in quest’ultimo capitolo verranno esposti i risultati
numerici originali ottenuti per il caso di una pulsar singola e per un siste-
ma binario di due rotatori allineati identici, aventi stesso asse di rotazione
e momenti magnetici paralleli, cos`ı da salvaguardare l’ipotesi di simmetria
cilindrica e da poter considerare ancora una volta una sola velocita` angolare
per tutto il sistema.
Le integrazioni numeriche originali che compaiono in questo capitolo sono
state prodotte con il programma MATLAB c©, versione 7.0, ed in particola-
re con le routine del pacchetto PDE Toolbox, e rappresentano un approc-
cio leggermente diverso da quello utilizzato finora in letteratura, basato su
programmi in linguaggio C o Fortran [43], [44], [45].
I vantaggi dell’uso di MATLAB c© sono legati alla capacita` di risolvere
PDE non lineari su un dominio non necessariamente rettangolare, imponen-
do condizioni al contorno sia di Dirichlet che di Neumann, eventualmente
dipendenti anche dalla soluzione stessa, oltre che da x ed y. Inoltre la gri-
glia di punti non e` a base rettangolare bens`ı triangolare, con la possibilita`
di infittire selettivamente la mesh grid, nonche´ di ottimizzarla per l’equa-
zione che si vuole integrare. Anche la risoluzione spaziale, in termine di
numero di punti della griglia, che si riesce ad ottenere senza far divergere
il tempo di calcolo risulta migliore di un fattore quattro rispetto alla solu-
zione pubblicata nel 2005 da Gruzinov [45], oggi considerata la migliore in
letteratura, e di un fattore vicino a cinquanta rispetto a quella del 1999 di
Contopoulos–Kazanas–Fendt.
Prima di discutere i risultati originali e` pero` utile, soprattutto per te-
stare la bonta` del metodo numerico, riprodurre alcune soluzioni particolari
dell’equazione della pulsar, a prescindere dalla loro rilevanza fisica, ed in
particolare quella di Michel del 1973 con W (f) = 0 [35] e quella conosciuta
col nome di split monopole, sempre di Michel [36], [59], che schematizza la
stella come due mezzi monopoli magnetici anziche´ come un solo dipolo.
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4.1 Il caso W (f) = 0 (Michel, 1973)
Prendiamo in considerazione quella che e` stata la prima soluzione dell’e-
quazione della pulsar, nel caso in cui non ci sia il contributo delle correnti
field–aligned, ovvero il caso in cui W (f) = 0 [35]. Dato che cos`ı l’equazione
da risolvere si riconduce semplicemente a una PDE lineare, a coefficienti non
costanti
fxx + fyy − 1
x
1 + x2
1− x2 fx = 0 , (4.1)
il modo piu` conveniente di studiarla e` il seguente.
La linearita` ed il fatto che i coefficienti non dipendano da y fanno s`ı
che, data una soluzione f con determinate condizioni al contorno, anche
fy risolva la stessa PDE, chiaramente con condizioni al bordo modificate
coerentemente. In particolare, se si impone che sulla stella il potenziale
elettrico sia quello di monopolo




dove A e B sono costanti arbitrarie, e si trova una soluzione f0(x, y), le
derivate n–esime di f0 saranno soluzioni del problema in cui sulla stella e`








Si noti che non e` stato indicato esplicitamente il raggio della stella R∗ per-
che´ considereremo il limite in cui esso e` molto piccolo rispetto a rc (stella
puntiforme).
Il procedimento piu` veloce per trovare le soluzioni e` dunque quello di
risolvere il caso del monopolo e derivare da esse tutte le altre soluzioni
assisimmetriche. Le condizioni al contorno da imporre sugli altri lati del
dominio di integrazione, che limitiamo alla magnetosfera vicina, si ricavano
facilmente dall’elevata simmetria del campo di monopolo:
f0(0, y > 0) = A+B , f0(x = 0, y < 0) = A−B ;
f0(0 ≤ x ≤ 1, 0) = A ;
f0(x, y → +∞) = A+B , f0(x, y → −∞) = A−B ,
∂f0
∂x
(x = 1, y) =
W (f0)
2
= 0 . (4.4)
Grazie alla linearita` dell’equazione, possiamo scegliere inoltre
A = −B = 1 (4.5)
per semplificare i calcoli, secondo la scelta dello stesso Michel. Riportiamo
in fig. 4.1 e in fig. 4.2 i risultati ottenuti con un’integrazione su una griglia
di circa 22000 punti.
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Figura 4.1: Grafico 3D del potenziale di Eulero f con una condizione al
contorno di monopolo sulla superficie stellare. La stella e` da ritenersi
puntiforme, ovvero si e` nell’approssimazione R∗  rc.
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Figura 4.2: Curve di livello di f0(x, y) corrispondenti al valore 0.01 e poi da
0.1 a 1 ad intervalli di 0.1. La normalizzazione e` fissata dalla scelta in 4.5.
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La soluzione per il caso di dipolo (ovvero quando sulla stella il potenziale
elettrico e` quello di dipolo) si ottiene, come gia` detto, facendo la derivata
lungo y di f0 ed e` illustrata in fig. 4.3 e in fig. 4.4
Figura 4.3: Grafico 3D del potenziale f1(x,y), ottenuto come derivata di
f0(x, y).
Possiamo fare qualche commento a questa soluzione, sia da un punto di
vista fisico che numerico.
Per quanto riguarda la fisica della magnetosfera delle pulsar, questa trat-
tazione e` senz’altro insoddisfacente, in quanto l’aver postoW (f) = 0 implica
che sicuramente il plasma oltre il cilindro di luce e` in corotazione con una ve-
locita` maggiore di quella della luce, ma si puo` notare come qualitativamente
riproduca le previsioni circa la presenza di una magnetosfera coruotante che
tocca il cilindro di luce, nonche´ di linee aperte equipotenziali lungo le quali
le cariche sono libere di fluire verso l’infinito.
Dal punto di vista della verifica del nostro approccio numerico invece il
risultato ottenuto e` molto conforatante. Infatti la curva di livello che incon-
tra il cilindro di luce intersecando il piano equatoriale, ovvero la separatrice
che delimita la magnetosfera chiusa da quella aperta, nel nostro calcolo ha
un valore di 1.592, in perfetto accordo con il valore trovato da Michel con
un approccio semianalitico (1.5918).
Si noti che tale linea critica, che ha un punto angoloso, non soddisfa
72 La soluzione numerica
Figura 4.4: Curve di livello della soluzione di Michel per l’equazione della
pulsar con W (f) = 0. Sono tracciati i livelli: da 0 a 2.2 a intervalli di 0.2 e
da 3 a 20 ad intervalli di 1. Inoltre e` evidenziata la separatrice fcr = 1.592.
fx = 0 sul cilindro di luce, come sembrerebbe richiedere la 3.104, perche´
nel punto (1,0) si annulla anche fy. Espandendo l’equazione 4.1 attorno al
punto angoloso si trova:
2fxx + fyy = 0 , (4.6)
che corrisponde ad un angolo tra la tangente alla separatrice in (1,0) e il
piano equatoriale pari a α = arcsin(1/
√
3) ' 35.26◦. Nel nostro calcolo tale
angolo si puo` stimare in 35.6◦±0.8◦, confermando la bonta` della simulazione.
Puo` avere qualche interesse considerare questo approccio anche nel caso
di un double–plusar assisimmetrico con due pulsar identiche, cos`ı da avere
indicazioni qualitative circa la configurazione delle magnetosfere di ciascu-
na stella. Trascureremo ogni effetto dovuto al moto orbitale, immaginando
in sostanza che il periodo di rivoluzione sia molto maggiore non solo del
periodo di rotazione, ma anche dei tempi–scala su cui si stabilizza una con-
figurazione elettromagnetica. Si tratta senz’altro di una schematizzazione
molto spinta, l’unica che puo` essere trattata con lo schema illustrato finora,
ma che deve essere vista come il necessario punto di partenza per lo studio
dell’elettrodinamica dei sistemi binari di pulsar.
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Figura 4.5: Curve di livello (0.005 e poi ogni 0.01 fino a 1) della soluzione
per il caso di dipoli antiallineati, ottenuto con una griglia di circa 30000
punti. E’ evidenziata la linea critica che delimita la magnetosfera chiusa di
una delle due pulsar. Si ricordi inoltre che la soluzione e` dispari in y.
In realta` sono due le configurazioni possibili con queste proprieta`, ed in
particolare quella con i momenti magnetici allineati e quella con i momenti
magnetici antiallineati (opposti). Vale la pena di notare che al caso dei dipoli
allineati corrisponde una soluzione pari in y, mentre il caso che presenta
i dipoli antiparraleli (sia testa–testa, che coda–coda) per la simmetria di
riflessione rispetto al piano equatoriale deve avere una soluzione dispari in
z, essendo dunque nulla per y = 0.
Le curve di livello delle soluzioni ottenute sono mostrate in fig. 4.5 (caso
di dipoli opposti) e in fig. 4.6. In entrambi i casi la griglia utilizzata e` di
circa 30000 punti, prendendo y∞ = 10 come bordo all’infinito del dominio
di integrazione. E’ stata controllata la stabilita` della soluzione al variare del
numero di punti della griglia, nonche´ al diminuire o all’aumentare di y∞.
Le condizioni al contorno per ottenere la soluzione del double–pulsar,
tramite derivazione dal caso di doppio monopolo, differiscono dalle 4.4 solo
per sull’asse y, ed in particolare, poste le stelle a ±a, sono:
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• Dipoli allineati, a = 0.25:
f =

0 per y > a ,
1 per − a < y < a
2 per y < −a.
(4.7)
• Dipoli opposti, a = 0.15:
f =
{
0 per y > a , y < −a
1 per − a < y < a . (4.8)
Figura 4.6: Curve di livello (da 0 a 1 ad intervalli di 0.01) della soluzione con
W (f) = 0 nel caso di dipoli paralleli. Si noti in particolare la caratteristica
configurazione, con la presenza di due piccole magnetosfere chiuse, una per
ciascuna stella, delimitate da fm, e di una terza magnetosfera chiusa che le
contiene entrambe, racchiusa dalla curva fcr.
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4.2 Il caso quadratico in f
Un altro caso interessante affrontato da Michel e` quello in cui W (f) e` una
funzione quadratica di f [59], in particolare









Wm(f) = 2f (2− f/fcr) (1− f/fcr) . (4.10)
La scelta di questa forma funzionale non e` casuale, ma e` guidata dal fatto
che la distribuzione di corrente Im(f) permette di ottenere una soluzione
analitica dell’equazione della pulsar se sulla stella si impone una condizione
che prende il nome di split monopole. Si tratta di imporre sia per y > 0 che
per y < 0 una condizione di monopolo, ma con una carica di segno opposto
dalle due lati del piano equatoriale.
Infatti per il caso di monopolo si ha (vedere ad esempio [44]) che il
potenziale di Eulero vale, in ogni punto della magnetosfera:





= fcr(1− cosϑ) . (4.11)
Questo potenziale di Eulero corrisponde ad un campo magnetico











e` facile verificare che la componente poloidale e` sempre diretta radialmente
(in coordinate sferiche). Inoltre in questo caso si ha che la densita` di corrente
vale











L’aver imposto una condizione di monopolo sulla stella non ha certa-
mente un significato fisico, dato che in natura non sono mai stati osservati
monopoli magnetici, e nemmeno e` possibile ricavare le soluzioni per i mul-
tipoli successivi semplicemente derivando rispetto a y, dato che l’equazione
non e` piu` lineare, ma nonostante cio` questa soluzione e` stata spesso presa
in considerazione per alcuni studi della magnetosfera.
Un’analisi interessante consiste nel prendere la corrente Im(f) trova-
ta in questo caso e nell’utilizzarla per integrare l’equazione della pulsar,
imponendo pero` sulla stella una piu` plausibile condizione di dipolo.
Le figure 4.7 e 4.8 mostrano che questo tipo di soluzione non e` da consi-
derarsi compatibile con la richiesta di avere f continua sul cilindro di luce.
L’integrazione e` stata fatta su due griglie di circa 30000 punti ciascuna,
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Figura 4.7: Grafico 3D della soluzione analoga a quella mostrata da Michel
nel 1991 [59], usando la W(f) ricavata nel caso di split monopole. f e` da
intendersi misurata in unita` di fd.
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Figura 4.8: Curve di livello della soluzione mostrata in fig. 4.7. E’
evidenziata la linea critica fcr = 1.74fd che indentifica la separatrice.
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corrispondenti alla magnetosfera vicina e alla zona di vento, nel modo se-
guente. Si calcola la soluzione all’interno del cilindro di luce, imponendo
le condizioni al contorno descritte nel paragrafo 3.7.1, e poi si risolve l’e-
quazione nella zona di vento imponendo sul cilindro di luce la condizione di
Neumann ricavata esplicitamente nella prima integrazione. Come si vede la
soluzione ottenuta presenta una discontinuita` significativa per x = 1, il che
significherebbe, in ultima analisi, avere una densita` di carica che tende ad
accumularsi su una superficie puramente geometrica.
Per concludere la trattazione di questo caso, notiamo infine un altro
problema dato dalla corrente del caso di split monopole: la 4.10 non soddisfa
la condizione, ricavata nel paragrafo 3.6.6, che all’interno della magnetosfera
chiusa si abbia W (f) = 0.
Nonostante non sia da considerarsi definitiva, la soluzione appena de-
scritta rappresenta sicuramente un buon punto di partenza per delle even-
tuali integrazioni numeriche, che nel caso di PDE non lineari richiedono una
soluzione iniziale per far partire l’algoritmo risolutore.
4.3 L’algoritmo CKF
Andiamo ora ad illustrare il metodo proposto nel 1999 da Contopoulos,
Kazanas e Fendt [43] per risolvere numericamente l’equazione della pulsar.
Anticipiamo subito che questo algoritmo fornisce una soluzione esatta, au-
toconsistente e continua (o meglio, C1) al cilindro di luce, ma che l’unicita`
di tale soluzione non e` stata ancora ne´ dimostrata ne´ smentita. Questo me-
todo e` stato implementato numericamente anche da altri autori (si veda ad
esempio [44]) che hanno fornito soluzioni con risoluzione via via piu` accura-
ta, fino ad arrivare a quella ottenuta da Gruzinov nel 2004 (pubblicata nel
2005, [45]). L’idea di base e` quella di sfruttare la funzione W (f) per ridurre
la discontinuita` al cilindro di luce della soluzione, secondo i seguenti passi.
• Si sceglie una distribuzione di corrente iniziale, per esempio quella
analitica di Michel per il caso che abbiamo chiamato split monopole,
imponendo anche che W (f > fcr) = 0, che deriva da richiedere I(f) =
0 sulle linee della magnetosfera chiusa.
• Si integra l’equazione della pulsar sia nella magnetosfera vicina che
nella zona di vento, ottenendo cos`ı due funzioni
f+(y) ≡ f(x = 1+, y) f−(y) ≡ f(x = 1−, y) (4.14)
ai due lati del cilindro di luce, in generale diverse.
• Si corregge la distribuzione I(f) lungo le linee della magnetosfera aper-
ta. Infatti ad ogni y sul cilindro di luce corrispondono due valori di
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W (f): W (f+(y)) e W (f−(y)). Introducendo
fˆ(y) ≡ 1
2
[f+(y) + f−(y)] (4.15)
si costriuisce una nuova funzione Wˆ (y) cos`ı definita
Wˆ (fˆ) ≡ µ1W (f−) + µ2W (f+) + µ3(f+ − f−) , (4.16)
dove i fattori di peso µ1 + µ2 = 1 e µ3 < 1 vanno scelti in modo da
facilitare la convergenza.
• Si itera il procedimento finche´ la differenza tra f+ e f− diventa tra-
scurabile lungo il cilindro di luce. Per dare un’indicazione di que-








In questo modo si ottiene una soluzione continua al cilindro di luce, che ha
automaticamente anche derivata continua per imposizione delle condizioni
al contorno.
4.4 Discussione
Possiamo fare qualche osservazione sul tipo di soluzione che si ricava con
questo algoritmo, come puntualizzato dagli stessi CKF e come discusso da
altri autori [45], [46], [64]. Vedremo che indagare la bonta`, nel senso di
attendibilita` fisica, del risultato ottenuto porta a discutere di problemi del
tutto generali, cioe` collegati al modello del rotatore allineato circondato da
plasma in regime di separazione di carica, ben noti in letteratura.
4.4.1 La separatrice fcr
La procedura di rilassamento appena descritta permette di ricavare la cor-














W (f ′) df ′
)1/2
, (4.18)
e come si vede questa relazione non garantisce a priori che sia soddisfatta la
necessaria imposizione I(fcr) = 0, legata fisicamente all’assenza di una com-
ponente poloidale di B nel piano equatoriale, non permessa dalla simmetria
del problema.
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Figura 4.9: Soluzioni ottenute rispettivamente dopo 1, 2 e 5 iterazioni secon-
do lo schema CKF. E’ anche indicata, tratteggiata, la linea che corrisponde
a ρ = 0 [43].
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E’ facile convincersi che questo fatto, a causa della simmetria nord–sud,
significa che un foglio di corrente (current sheet) uguale a −I(fcr) scorre in
prossimita` del piano equatoriale, per poi dividersi in due lungo la separatrice.
Poiche´ non ci possono essere correnti poloidali nella magnetosfera chiusa, la
presenza di questo foglio di corrente implica una discontinuita` nel campo
Bϕ attraverso l’interfaccia fra magnetosfera chiusa ed aperta, che puo` essere
bilanciata solamente da un’opportuna discontinuita` del campo magnetico
poloidale.
La possibile presenza di questa discontinuita` e` gia` stata prevista e studia-
ta da alcuni autori (si veda a tal proposito [48], capitolo III B, ed i rimandi ivi
contenuti). La spiegazione che viene data in questo caso e` che probabilmen-
te attorno alla superfice di separazione tra la magnetosfera chiusa e quella
aperta possa venir meno l’approssimazione force–free, con la conseguenza
che ~E · ~B 6= 0 in alcune regioni del plasma che circonda la stella.
Non esistendo un modo particolarmente convincente di inserire ad hoc
nell’equazione della pulsar il venir meno di tale approssimazione in una
determinata zona della magnetosfera, seguiremo l’approccio suggerito da
CKF e da Gruzinov, introducendo una correzione a delta di Dirac nella
funzione W (f) che permetta di ristabilire almeno la condizione I(fcr) = 0.
Matematicamente ridefiniamo la W (f) come WT (f), somma di due con-
tributi: uno regolare (W ) corrispondente alla funzione che si ricava col




W (f ′) df ′
)
δ(f − fcr) . (4.19)
E’ facile vedere che questa aggiunta realizza la condizione richiesta.
Fisicamente questa delta di Dirac e` da immaginare come una distri-
buzione piccata che si estende su un intervallo molto piccolo rispetto alle
lunghezze–scala del problema. Per l’implementazione di questa delta sce-
glieremo un gradino di altezza appropriata che si estende sull’intervallo
[fcr, fcr(1 + d)], secondo l’indicazione di Gruzinov (CKF non precisano la
schematizzazione della delta che usano), e studieremo la dipendenza della
soluzione dal parametro d.
4.4.2 La linea ρ = 0
Un altro aspetto della soluzione alla CKF, ed in generale del rotatore al-
lineato, e` legato alla geometria della linea su cui si ha ρ = 0 (si veda ad
esempio la fig. 4.9).
Le curve di livello della magnetosfera aperta si dividono essenzialmen-
te in due tipi: quelle lungo le quali vengono strappate cariche positive e
quelle lungo le quali devono essere strappate cariche negative per garantire
la condizione ~E · ~B in ogni punto. Esiste poi la linea su cui si deve avere
una carica elettrica nulla (ρ e` data convenientemente dalla 4.34), che sara`
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approssimata verso l’infinito da una curva di livello adeguata su cui W (f)
si annulla, mentre dentro la magnetosfera chiusa sara` il luogo dei punti in
cui si ha Bz = 0.
Se, ad esempio in prossimita` della superficie della pulsar, la linea con
densita` di carica nulla non coincide con la curva di livello che segna il confi-
ne tra le linee che strappano cariche di segno opposto, si arriva al paradosso
che linee che dovrebbero strappare cariche positive hanno in realta` il piede
in zone in cui ci sono solo cariche negative, o viceversa. La possibilita` che
si realizzi questa configurazione (che e` quella che si trova effettivamente col
metodo CKF) e` insita nel modello del rotatore allineato studiato nelle ap-
prossimazioni di plasma in regime di separazione di carica e di magnetosfera
force–free. In letteratura questo problema e` stato, e continua ad essere, una
fonte di aperta discussione; ad esempio CKF discutono la morfologia delle
linee aperte, dividendole in curve che intersecano la linea ρ = 0 una, due o
nessuna volta.
Alcuni autori hanno proposto la presenza di lacune di carica dislocate in
varie zone della magnetosfera (i cosiddetti vacuum gap), che permettono di
tenere separate le regioni dominate dalla presenza di carica di un dato segno.
Ad esempio in [29] si suppone la presenza di vacuum gap in prossimita` delle
calotte polari, mentre l’idea di Holloway (1973) prevede, in sostanza, un ‘al-
largamento’ della linea ρ = 0 [49] [50]. I modelli di questo tipo, nonche´ gli
sforzi per determinare l’esatta locazione degli eventuali gap, hanno prodot-
to una notevole letteratura sull’argomento a cui rimandiamo per eventuali
approfondimenti (citiamo ad esempio [51], [52], [53], [54], [55] ed infine [56],
nel quale si suppone la presenza di gap del campo magnetico).
Dagli anni ’80 in poi sono anche stati proposti con magnetosfere di esten-
sione limitata (qualche volta il raggio della stella) con due zone di carica
opposta ben separate tra di loro [57], [58], [60], [61], [62], [63], [64]. Michel,
a lungo il principale sostenitore di questo approccio, oggi ritiene che questa
configurazione possa descrivere pulsar con magnetosfere povere di plasma
(in cui non vale l’approssimazione di MHD ideale), mentre la descrizione
di CKF possa rappresentare rotatori allineati circondati da una quantita` di
plasma sufficiente a garantire che ~E · ~B valga ovunque [64].
Allo stato attuale delle cose non e` possibile individuare una teoria esau-
stiva dei gap nelle magnetosfere, pertanto ci limiteremo a trascurare questo
effetto, avendo pero` presente che potrebbe essere importante anche per spie-
gare il meccanismo di emissione radio tipico delle pulsar, nonche´ a conside-
rare la possibilita` che la soluzione ottenuta con l’algortimo di CKF possa
non essere valida in circostanziate zone critiche della magnetosfera in cui
non vale l’approssimazione force–free. D’altro canto e` innegabile che questo
tipo di soluzione rappresenti un passo decisivo nel processo di comprensione
dell’elettrodinamica delle pulsar, in quanto e` il primo esempio di soluzione
dell’equazione 3.99 che non presenta singolarita` al cilindro di luce.
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4.5 La soluzione numerica originale
Esponiamo ora la soluzione numerica ricavata con MATLAB c© su una griglia
di circa 80000 punti, di cui 50000 entro il cilindro di luce e 30000 fuori. Senza
entrare nei dettagli delle routine che sono integrate in questo programma,
accenniamo al fatto che si tratta di un’implementazione del metodo agli
elementi finiti (Finite Element Method), il quale consiste nel discretizzare
l’equazione su una griglia, triangolare nel nostro caso, e risolvere su questa
il problema ricondotto a molteplici sistemi lineari.
Figura 4.10: Grafico 3D della soluzione dell’equazione della pulsar ottenuta
con una griglia di circa 80000 punti, espressa in unita` di fd = µ/rc, dove
µ e` il modulo del momento di dipolo magnetico della stella e rc = c/Ω e` il
raggio del cilindro di luce .
Una novita` significativa rispetto all’approccio tradizionale basato su al-
goritmi in C o in Fortran, implementati solo per griglie rettangolari, e` la
possibilita` di definire domini con bordi curvi, utili per rappresentare ad esem-
pio la superficie della pulsar o l’arco che descrive l’infinito, che scegliamo a
R∞ = 10rc.
In fig. 4.10 e` riportata la soluzione ottenuta scegliendo un valore di d,
il parametro introdotto per descrivere la delta di Dirac aggiunta a W (f),
pari a 0.02, arrestando l’iterazione dell’algoritmo ad un valore εG < 10−4.
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Si e` trovato che e` piu` conveniente, per velocizzare la convergenza, scegliere
come guess iniziale per il potenziale di Eulero e per la corrente quelli che si
ricavano dalla soluzione di split monopole di Michel.
Figura 4.11: Curve di livello della superficie in fig. 4.10. Sono tracciate
le curve con valori di f compresi tra 0 e 2fd, ad intervalli di 0.1fd, piu` la
separatrice, definita dalla curva f = 1.261fd.
La funzione W (f), ricavata autoconsistentemente con l’algoritmo CKF,
che da` la soluzione in fig. 4.10 e` mostrata in fig. 4.12, mentre la corrispon-
dente corrente I(f) e` graficata in fig. 4.13. Si noti che questa distribuzione
di corrente si ottiene col metodo CKF anche partendo da guess diversi, per
cui sembrerebbe essere l’unica compatibile con la richiesta di continuita` al
cilindro di luce. Putroppo non esistono conferme teoriche di tale unicita`,
ma vale la pena di sottolineare che prima del lavoro di CKF non era stata
mostrata alcuna prova nemmeno dell’esistenza di una soluzione regolare al
passaggio del cilindro di luce.
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Figura 4.12: Grafico della parte regolare della funzione W (f) = r2cI(f)I
′(f)
ottenuta col procedimento CKF, in unita` di fd.
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Figura 4.13: Grafico della corrente elettrica I(f), in unita` di fd/rc, ottenuta
solo dalla parte regolare di W (f). Il fatto che non vada a zero per f → fcr
sta alla base della necessita` di introdurre una correzione a delta di Dirac in
W (F ).
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4.6.1 La continuita` al cilindro di luce
Abbiamo affermato che l’algoritmo CKF mostra come trovare una soluzione
C1 sul cilindro di luce: vediamo dunque come si comporta la nostra soluzione
a x = 1. In fig. 4.14 e` illustrato il profilo delle due funzioni f−(y) e f+(y) e
in fig. 4.15 della loro differenza.
L’errore calcolato con la formula 4.17 per la soluzione che abbiamo tro-













si trova una discrepanza di εR = 0.0273. Indubbiamente questi due dati
e i grafici 4.14 e 4.15 mostrano che si e` riusciti nell’intento di trovare una
soluzione continua, con derivate continue, in tutta la magnetosfera, anche
al cilindro di luce.
Figura 4.14: Grafico delle funzioni f−(y) e f+(y) al termine dell’algoritmo
CKF.
88 La soluzione numerica
Figura 4.15: Grafico della differenza f−(y)− f+(y), sempre in unita` di fd
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4.6.2 L’andamento all’infinito
Almeno due cose interessanti si possono dire guardando l’andamento all’in-
finito della soluzione trovata.
La prima e` che a grandi raggi il comportamento delle linee di campo
magnetico, ovvero delle curve di livello di f , e` effettivamente radiale, e non
e` qualitativamente molto dissimile dall’andamento ricavato da Michel per la
soluzione di split monopole (si confrontino le figure 4.7 e 4.11).
Figura 4.16: Confronto tra gli andamenti all’infinito di f , ricavati dall’equa-
zione globale 3.99 o asintotica 4.21. Si noti che l’accordo potrebbe miglio-
rare ulteriormente qualora non si dovesse troncare l’integrazione della 4.21
a t = 100.
La seconda invece conferma l’autoconsistenza della soluzione ricavata.
Infatti e` possibile riscrivere la 3.108 nel modo seguente:







dove t ≡ tanϑ. Questa relazione, che descrive appunto l’andamento della
funzione all’infinito, puo` essere integrata con le condizioni al contorno
f˜(t = 0) , f˜(t→∞) = fcr , (4.22)
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cos`ı da confrontare la soluzione globale dell’equazione della pulsar con quella
che esprime l’andamento asintotico del potenziale di Eulero f . Tale confron-
to e` senza dubbio molto buono, come si puo` vedere in fig. 4.16, e permette
di verificare, a posteriori, la scelta di aver usato un dominio di integrazione
finito (e non infinito, compattificato con un opportuno cambio di variabili,
come CKF), nonche´ la scelta delle condizioni al contorno per grandi raggi.
Si noti che questo fatto, che forse a prima vista puo` sembrare poco inte-
ressante, potrebbe essere alla base, come suggerito in [46], della discrepanza
tra i risultati ottenuti da CKF e da Gruzinov da una parte e da Ogura e
Kojima [44] dall’altra. Infatti, benche´ qualitativamente simili, queste solu-
zioni prevedono valori di fcr abbastanza diversi tra loro: 1.36 CKF, 1.66
Ogura e Kojima, 1.27 Gruzinov (sempre in unita` di fd). Mentre i risultati
di CKF e di Gruzinov sono perfettamente compatibili con il valore 1.26fd
da noi ricavato, soprattutto considerando la diversa risoluzione numerica, la
significativa discrepanza con la soluzione di Ogura e Kojima puo` forse essere
spiegata con la loro particolare scelta delle condizioni al contorno all’infinito,
fx(x = xmax, y) = 0 f(x, ymax) = 0 , (4.23)
che hanno influenzato la soluzione globale.
4.6.3 L’andamento al punto angoloso
E’ interessante andare a sviluppare, come suggerito da Gruzinov, l’equazione
della pulsar attorno al punto (1,0), ovvero nel limite |y|  1 e |x− 1|  1,
ottenendo




avendo introdotto ξ ≡ x− 1.
Abbiamo gia` detto che ci deve essere un ritorno di corrente non nullo
lungo la separatrice uguale a I(fcr)/2 (sul piano equatoriale si sommano due
contributi, e la corrente vale I(fcr) ≡ Icr), per cui dalla 4.24 si ottiene la
seguente jump condition attraverso la separatrice:




Cio` implica, per f > fcr, ovvero nella magnetosfera chiusa, un andamen-
to di f proporzionale a (−ξ)1/2, ovvero un campo elettrico ed un campo
magnetico (poloidale) che divergono come (−ξ)−1/2 in prossimita` del punto
angoloso. Questa singolarita`, che e` da considerasi ammissibile poiche´ l’e-
nergia elettromagnetica non diverge, non e` molto evidente nella soluzione
trovata a causa della necessaria modellizzazione per la delta di Dirac che va
a perturbare in modo significativo proprio la zona appena all’interno della
separatrice.
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Supponiamo ora, come in [45], che il termine piu` importante nello svi-
luppo della soluzione nella magnetosfera coruotante sia del tipo
f ' fcr + η1/2f(α) , (4.26)
dove ξ ≡ η sinα e y ≡ η cosα. Con questa assunzione possiamo riscrivere la













f = 0 . (4.27)
Abbiamo a che fare con un’equazione differenziale ordinaria che si puo` ri-
solvere numericamente con la condizione al bordo fα(−pi/2) = 0; si trova
cos`ı che f si deve annullare per il valore α0 = −0.222, corrispondente ad un
angolo della separatrice di circa 77.3◦.
Noto il valore dell’angolo α0 con cui la separatrice incontra il piano
equatoriale, si puo` risolvere l’equazione 4.24 anche nella regione in cui le le
curve di livello sono aperte. Supponiamo che gli andamenti di f e di W (f)
in questa zona siano i seguenti:
f − fcr = ηβf(α) , W (f) = K(fcr − f)(β−1)/β , (4.28)










+ β(β + 1)f =
K
sinα
f (β−1)/β . (4.29)
abbia una soluzione con f(−0.222) = 0, f(pi/2) = 0, senza alcuna singolarita`
in α = 0. Risolvendo numericamente si trova
f − fcr ∝ η2.4 , W (f) ∝ (fcr − f)0.58 . (4.30)
Lo stesso Gruzinov afferma che tali andamenti sono solo ‘roughly reproduced ’
dalla sua soluzione numerica, ed infatti non mostra l’accordo soluzione–
teoria. Riporta invece esaurientemente i suoi studi su come cambia l’angolo
della separatrice al variare del numero di punti della griglia e del parametro
d (tabella 4.17). Quello che si deduce da questo confronto e` che il valore di
α0 sembra tendere verso quello teorico, ma solo come estrapolazione. Infatti
il valore migliore di Gruzinov, corrispondente a d = 0.02 con una risoluzione
di 200x100 punti, si assesta a 63◦ (non sono pero` indicati ne` il modo in cui
viene calcolato tale angolo, ne` una stima dell’errore).
Per quanto riguarda la soluzione ottenuta su una griglia a base triango-
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Figura 4.17: Tabella riportante gli studi di Gruzinov sulla dipendenza della
soluzione dell’equazione della pulsar, in particolare la curva con fcr = ψ0,
l’angolo della separatrice α0 e la potenza emessa in unita` di µ2Ω4/c3, al
variare della risoluzione della griglia e del parametro d [45].
dove (x0 < 1, y0) e` il punto della griglia piu` vicino a (1, 0) su cui si ha f = fcr.
Con questo procedimento si ottiene per α0 un valore di 67.4◦. Pero` bisogna
dire che non e` facile dare una stima dell’errore che si sta commettendo in
questo modo. Un dato significativo e` che se si sceglie (x0, y0) come il punto
piu` vicino a (1, 0) tale che |f(x0, y0)− fcr| < 0.002 si ha α0 = 79.0◦. Questo
significa che il valore dell’angolo critico trovato e` compatibile con il valore
teorico di 77.3◦, seppure all’interno di un errore non trascurabile.
Altrettanto confortanti sono le verifiche numeriche degli andamenti in
4.30. Infatti si puo` vedere in fig. 4.18 come il rapporto tra la W (f) ricavata
e la previsione teorica, una legge di potenza con indice 0.58, tenda ad una
costante per f → fcr. Per avere un’idea dell’errore da considerare, sono
tracciate anche i rapporti con leggi di potenza con esponenti 0.53 e 0.63.
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Figura 4.18: Rapporto tra la funzione W (f) ricavata dall’algortimo CKF
e tre leggi di potenza con indice b ≡ (β − 1)/β. Si noti il tendere ad una
costante per f → fcr che suggerisce un valore di K di circa 0.24.
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4.6.4 La potenza emessa
C’e` un altro semplice conto che permette di capire quanto sia importante la
soluzione dell’equazione della pulsar nel caso assisimmetrico, ed e` il calcolo
della potenza emessa dal rotatore allineato, ovvero il flusso del vettore di
Poynting attraverso una superficie sferica di raggio R arbitrario. Si puo`








dove I(f) e` quella ricavata dalla sola parte regolare diW (f). Questo calcolo





La cosa veramente interessante e` che questa potenza e` dello stesso ordine di
grandezza di quella calcolata con il modello del rotatore obliquo, cioe` con un
dipolo magnetico oscillante (equazione 2.3). Questo fatto e` molto significa-
tivo perche´ per anni si e` discusso se un rotatore allineato potesse emettere
energia elettromagnetica o meno: la soluzione trovata con il metodo CKF
non solo afferma che una pulsar assisimmetrica puo` dissipare energia elettro-
magnetica, ma anche che la potenza emessa e` perfettamente compatibile con
quella osservata; gia` nel paragrafo 2.1 avevamo sottolineato il buon accordo
tra la stima della potenza irraggiata con il meccanismo di Pacini e l’eta` delle
pulsar (in particolare abbiamo visto il caso della Crab).
4.6.5 La densita` di carica





1− x2 . (4.34)
La condizione al contorno imposta al cilindro di luce
fx(x = 1, y) =
W [f(x = 1, y)]
2
(4.35)
assicura che ρ sia continua, nonostante il denominatore che si annulla in
x = 1. Del problema che presenta la linea che ha ρ = 0 abbiamo gia` discus-
so, ma e` comunque interessante mostrare il grafico della densita` di carica
all’interno del cilindro di luce (fig. 4.19), cos`ı da illustrare le proprieta` di
tale distribuzione. Anche se la risoluzione con cui e` stato possibile calcolare
il laplaciano della soluzione (in coordinate cilindriche)
ρ = − Ω
4picr2c
(
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non e` eccelsa, si possono comunque osservare il ritorno di corrente lungo la
linea critica e le distribuzioni di carica, negativa sopra la calotta polare e
positiva in prossimita` del piano equatoriale. Tali risultati non sono affatto
in contraddizione con le simulazioni di Michel in cui l’approccio e` quello
di muovere delle cariche in una magnetosfera force–free come se fosse un
problema ad n–corpi [57], [58], [64]. Questo tipo di studio, che intende
analizzare la possibile presenza di vacuum gap e la stabilita` della densita` di
carica di Goldreich e Julian, prevede che le particelle cariche si distribuiscano
in una cupola sopra il polo (polar dome) e in una cintura in prossimita`
dell’equatore (equatorial belt), secondo una configurazione molto simile a
quella illustrata in fig. 4.19.
Figura 4.19: Distribuzione di carica attorno ad una pulsar, nell’approssima-
zione force-free. Il grafico e` in unita` di Ω/(4picr2c ). Si noti la presenza del
current sheet dovuto all’introduzione della delta di Dirac in W (f), nonche´
la presenza della cupola polare formata da particelle negative e della cintura
equatoriale di cariche positive.
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4.6.6 Il campo elettromagnetico
Infine e` doveroso riportare gli andamenti dei campi elettrico e magnetico
nella magnetosfera vicina e nella zona di vento, cos`ı da poter apprezzare la
loro continuita` al cilindro di luce. Si noti pero`, come gia` discusso nel capitolo
4.4.1, come la continuita` delle componenti dei campi non possa essere garan-
tita in prossimita` della separatrice, essenzialmente a causa del current sheet
generato della delta di Dirac. Va pero` detto che una discontinuita` lungo una
superficie ‘fisica’, ovvero sul confine tra magnetosfera aperta e chiusa, deve
preoccupare sicuramente meno di una singolarita` sulla superficie geometrica
definita da x = 1. Inoltre abbiamo gia` accennato come tale discontinuita`
potrebbe essere eliminata rilassando ad hoc l’ipotesi force–free in prossimita`
della separatrice. Le espressioni che legano i campi al potenziale di Eulero
f si trovano nel paragrafo 3.6.4.
Figura 4.20: Componente lungo rˆ del campo magnetico, in unita` di µ/r3c .
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Figura 4.21: Componente lungo zˆ del campo magnetico, in unita` di µ/r3c .
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Figura 4.22: Campo magnetico lungo ϕˆ, in unita` di µ/r3c . Si noti come
il fatto che questa componente sia nulla nella magnetosfera chiusa implichi
necessariamente una discontinuita` dei campi elettrico e magnetico lungo la
separatrice.
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Figura 4.23: Componente lungo rˆ del campo elettrico, in unita` di µ/r3c .
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Figura 4.24: Componente lungo zˆ del campo elettrico, in unita` di µ/r3c .
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4.6.7 La velocita` di drift
Vale la pena di discutere un punto interessante della discussione, sostan-
zialmente legato al chiedersi se le particelle possano venir accelerate nella
configurazione elettromagnetica appena considerata, o meno. Infatti le pul-
sar sono ritenute delle possibili sorgenti di raggi cosmici, e si pensa che esse
possano accelerare particelle fino a 1014 − 1015eV , se non di piu`.
Un modo abbastanza semplice di vedere che le paricelle vengono acce-
lerate nella magnetosfera aperta e` quello di calcolare la velocita` di drift
ortogonale sia al campo elettrico che a al campo magnetico.





valida per il moto di una particella di carica unitaria, con campi costanti ed
ortogonali tra loro, nel limite non relativistico v  c. Inoltre non sara` una
buona descrizione del moto delle particelle nelle zone vicino alla superficie
della stella, in cui il campo magnetico e` abbastanza intenso da garantire che
le particelle siano indissolubilmente aggrappate alle linee equipotenziali, co-
me abbiamo visto nel paragrafo 2.3. Non sara` invece una cattiva descrizione
nella zona di vento, in cui il raggio di girazione diventa abbastanza grande
da permettere alle cariche di sperimentare differenze di potenziale, finche´
tale velocita` di deriva non tende a c.
A questo proposito e` doveroso notare come Ogura e Kojima propongano
che la soluzione trovata col metodo CKF sia valida solo fino a che v⊥/c, che













| ~B| , (4.38)
non diventa maggiore di uno, identificando tale punto in x ∼ 3 ([44], fig. 5).
Come si puo` vedere invece in fig. 4.25 il modulo della velocita` di drift di-
viso c, che dipende essenzialmente dal rapporto tra la componente poloidale
del campo magnetico e il modulo del campo magnetico totale, nella nostra
soluzione e` minore di uno in tutto il dominio di integrazione, ad eccezione
forse di un picco (dovuto quasi certamente ad un problema numerico) in
corrispondenza del cilindro di luce. Questo non vuol dire che la velocita`
mostrata in fig. 4.25 e` effettivamente quella del flusso di particelle, dato che
quando v⊥ → c la 4.38 perde di significato, ma sicuramente indica che nella
soluzione trovata c’e` una zona in cui si deve avere accelerazione di particelle
cariche.
Una corretta trattazione di questo flusso di materia richiederebbe di
includere coerentemente effetti inerziali e di MHD. Si vedano ad esempio [65],
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Figura 4.25: Velocita` di drift (definita dalla 4.38) per la soluzione trovata
col metodo CKF, in unita` di c. Sono illustrati in particolare la visione
dall’asse zˆ (in alto), e il profilo della superficie 3D ottenuta (in basso), cos`ı
da evidenziare l’andamento asintotico verso uno. Nella magnetosfera chiusa,
non indicata nel grafico, Bϕ = 0, per cui v⊥/c = x.
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[66], [67], [68], [69], ed infine [27], in cui Contopoulos e Kazanas studiano le
proprieta` della Crab alla luce della loro soluzione per il rotatore allineato.
4.7 Il double pulsar
Passiamo ora a mostrare i risultati dell’ applicazione del metodo CKF al
caso di un sistema binario di due pulsar, nella modalita` piu` semplice che
si puo` studiare con il formalismo appena introdotto. Questa semplice con-
figurazione non permette certo di descrivere i dettagli di PSR J0737–3039,
ed in particolare la ricca fenomenologia offerta dall’asimmetria del sistema.
Ricordiamo le modulazioni delle eclissi, la deformazione della magnetosfera
di B, la formazione di magnetosheat e magnetopausa, solo per citare al-
cuni esempi di fenomeni che per essere descritti avrebbero bisogno di una
conoscenza precisa della distribuzione di carica autoconsistente con il di-
splacement dei campi elettrici e magnetici. Di sicuro per sfruttare appieno
l’enorme potenziale rappresentato da questo sistema binario e` necessario
partire da quello che potremmo definire l’ordine uno di approssimazione
del problema, l’ordine zero essendo la sovrapposizione lineare di due pulsar
singole.
Come gia` anticipato nel paragrafo 4.1, considereremo solo il caso di due
rotatori allineati identici, con stesso asse di rotazione e momenti di dipolo
paralleli tra loro.
Putroppo non e` stato possibile studiare con MATLAB c© il caso di dipoli
antiparalleli a causa di un problema (quasi certamente di origine numerica)
nell’integrazione della zona di vento. In particolare, quali siano le condi-
zioni, di Dirichlet o di Neumann, imposte al cilindro di luce, il fatto che la
simmetria richieda f = 0 sul piano equatoriale conduce ad una soluzione
sostanzialmente nulla per x > 1, eventualmente con dei fortissimi gradienti
sul cilindro di luce nel caso di imposizione di una condizione di Dirichlet
non nulla. Non e` stato possibile nemmeno sostituire l’usuale andamento al-
l’infinito (f radiale) con la condizione di Dirichlet suggerita dalla soluzione
della 4.21. Il motivo di quest’impossibilita` e` che le due condizioni da impor-
re per risolvere l’equazione differenziale del second’ordine vanno scelte tra
f˜(0) = 0, f˜(pi/2) = 0, f˜ ′(0) = 0 e f˜ ′(pi/2) = 0. Per qualunque combinazione
scelta si ottiene solo la soluzione identicamente nulla, che chiaramente non
risolve il nostro problema numerico.
Mostriamo invece la soluzione quanto trovato per il caso di dipoli paral-
leli con una griglia di circa 20000 punti, e con la scelta del valore 0.1 per
il parametro d, mentre le due pulsar, di raggio R∗ = 0.1rc, distano tra di
loro 0.6rc. Come si puo` vedere i parametri non sono stati spinti al massi-
mo della risoluzione perche´ lo scopo e` piu` che altro quello di ricavare una
soluzione qualitativamente attendibile che apra la strada allo studio della
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magnetosfera dei sistemi binari. Il grafico della soluzione e` quello di fig.
4.26.
Figura 4.26: Grafico 3D del potenziale di Eulero f , in unita` di fd, per un
sistema binario, assisimmetrico, di due pulsar identiche. Per la curva critica,
ovvero la separatrice tra la magnetosfera aperta e quella chiusa, si trova un
valore di 1.80fd.
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Le funzioni W (f) ed I(f) ottenute con l’algoritmo CKF sono invece
mostrate in fig. 4.27 e in fig. 4.28. La convergenza piu` veloce si e` otte-
nuta ancora una volta partendo da una soluzione di tipo split monopole,
opportunamente adattata al caso di due pulsar.
Figura 4.27: Grafico della parte regolare della funzione W (f), in unita` di
fd.
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Figura 4.28: Grafico della corrente I(f) nel caso del sistema binario di due
pulsar, in unita` di fd/rc. Si noti come anche in questo caso e` necessario
introdurre una delta di Dirac nella funzione W (f) per garantire che si ab-
bia I(fcr = 1.80) = 0, dato che tale condizione non e` automaticamente
soddisfatta.
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In questo caso anche la tolleranza sull’errore nel matching al cilindro
di luce e` stata ridotta: la soluzione e` considerata accettabile se l’errore
εG e` minore di 10−3. Per la precisione la discrepanza al cilindro di luce e`
εG = 7 × 10−4 secondo la 4.17, oppure εR = 0.004 secondo la 4.20. In fig.
4.29 e` mostrato l’accordo tra le funzioni f− e f+ sul cilindro di luce.
Figura 4.29: Grafico del confronto tra le funzioni f− e f+ all’ultimo passo
dell’iterazione dell’algoritmo CKF per il sistema binario di pulsar.
A differenza del caso della pulsar singola, non e` molto indicativo mostrare
i grafici dei campi elettrico e magnetico o della densita` di carica, dato che la
minore risoluzione della griglia non da` sufficienti garanzie di stabilita` della
soluzione ottenuta derivando il potenziale di Eulero che e` stato ricavato.
Anche la modellizzazione della delta, ‘spalmata’ su un intervallo abbastanza
esteso, non permette di studiare in dettaglio la configurazione del current
sheet che dovrebbe riportare cariche negative alla stella.
Questa difficolta` e` molto evidente anche in letteratura; infatti finora
solo Ogura e Kojima hanno riportato i grafici degli andamenti del campo
elettromagnetico per la pulsar singola [44], mentre manca del tutto una
discussione sulla densita` di carica, se si esclude l’indicazione della linea su
cui ρ = 0 in [43] e in [44].
Le indicazioni qualitative di questi calcoli non sembrano introdurre nuovi
effetti rispetto al caso della pulsar singola: ogni stella presenta una cupola
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e una cintura equatoriale simili a quelle di fig. 4.19, e si osserva la fusione
della cupola sud della pulsar che sta a y positive con la cupola nord della
compagna, cos`ı che potrebbe esserci un flusso di particelle cariche tra le due
stelle. Molto probabilmente si tratta di un fenomeno che dipende da quanto
sono distanti le due stelle, un altro parametro al variare del quale sarebbe
interessante studiare il problema del double pulsar.
4.8 Prospettive
La storia dell’integrazione dell’equazione della pulsar e` tutt’altro che conclu-
sa; le soluzioni ottenute col metodo proposto da CKF si propongono come
un passo importante, ma non ancora conclusivo, per comprendere appieno
l’elettrodinamica delle magnetosfere.
Se le integrazioni numeriche del rotatore assisimmetrico (paradigma che
dovrebbe spiegare bene, ad esempio, le caratteristiche della Crab [27]) come
mostrato nel corso di questo lavoro possono ritenersi senz’altro soddisfacenti,
resta ancora aperto il problema di trattare i sistemi che presentano meno
simmetrie.
Ad esempio, rinunciare alla simmetria azimutale significherebbe trattare
il modello di rotatore obliquo, mentre rinunciare alla stazionarieta` potreb-
be includere coerentemente nella trattazione fenomeni adatti a descrivere la
produzione del fascio luminoso tipico delle radio pulsar. Purtroppo in que-
sti casi non e` possibile ricondurre la trattazione del campo elettromagnetico
force–free ad una sola PDE, secondo le tecniche descritte nel capitolo 3. In
particolare per i sistemi binari di pulsar, in cui la migliore trattazione sareb-
be probabilmente quella senza nessuna delle due simmetrie, la conoscenza
della struttura elettromagnetica della magnetosfera porterebbe alla corrreta
descrizione delle particolarita` osservate in PSR J0737–3039, come le eclissi
e la formazione di magnetosheat e magnetopausa.
Un altro aspetto fondamentale del problema e` lo studio delle particelle
che vanno verso l’infinito; le stelle di neutroni fortemente magnetizzate sono
state spesso proposte come sorgenti di raggi cosmici, ma solo una coerente
trattazione del flusso di particelle accelerate puo` spiegare gli spettri osservati
e le energie che si prevede possono essere raggiunte in tali siti.
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